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Ouyến sác/) GIÀI BÀI TẬP HÌNH HỌC 12 này 

được biển soạn theo chương trình sách giáo khoa 
hiện hành, nhằm giúp các em có tài liệu tham 
khảo dể ôn tập, củng cổ kiến thức, đổng thời vận 
ơụng để làm những ờài tập có dạng tương tự 
hoặc nâng cao đạt kết quả tốt 

Quỷ thây cô và quý phụ huynh có thể xem 
quyển sách này như tài liệu tham khảo thêm. 


Chủng tôi mong dỏn nhận ý kiến xây dựng từ 
quỷ dộc giả. 


NHÓM BIỀN SOẠN 
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§1. KHAI NIẸM VE KHOI ĐA DIẸN 


A. KIẾN THỨC CĂN lìẢN 

1. KHỐI LĂNG TRỤ VÀ KHỐI CHÓP 

Khối lăng trụ ỉà phán không gian được giới hạn bởi một hình lăng trụ kể 
cả hỉnh lăng trụ ấy. Khối chóp !ả phần không gian được giởi hạn bỏi một 
hình chỏp kể cả hình chóp ấy. 

II KHÁI NIỆM VẾ HÌNH ĐA DIỆN VÀ KHỐl ĐA DIỆN 

1. Khái niệm vể hình đa dỉện 

a) Hai đa giác phân biệt chỉ có thể hoặc không có một điểm chung, 
hoặc chỉ có một đỉnh chung, hoặc chỉ có một cạnh chung. 

b) Mỗi cạnh của đa giác nào cũng ỉà cạnh chung của đúng hai đa 
giác. 

2, Khái nỉệm vể khối đa diện 

Khối đa diện !à phẩn không gian được giới hạn bởi một hình đa diện, 
kể cả hình đa diện đó. 

iỉ. HAI ĐA DIỆN BẰNG NHAU 

1. Phép dởi hình trong không gian 

Trong không gian, quy tắc đặt tương ứng mổi điểm M với điểm M' xác 
định duy nhất được gọi là một phép biên hình trong không gian. 

Phép biến hình trong không gian được gọi là phép dời hình nếu nó 
bảo toàn khoảng cách giũa hai điểm tủy ý. 

Các phép dời hlnh trong không gian: Phép lịnh tiến theo vectơ V, 
phép đối xứng qua mật phẳng (p), phép đối xứng qua đường thẳng 
A. phép đổi xứng tâm o. 

2. Haỉ hình bằng nhau 

Hai hình được gọi ỉà bằng nhau nếu có một phép dời hình biến hình 
này thành hình kla. 

B. PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 

/. Ciứng minh ràng một đa diện có các mặt ỉà những tam giác thỉ tổng số 
ccc mật của nó phải ỉà một số chẩn. Cho vỉ dụ. 


ỉ 
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ổịUi 

Giả sử đa diện (H) có n mặt. Mỗi mặt của (H) có 3 cạnh nên n mặt có 3n 

cạnh. Vì mỗi cạnh của (H) là cạnh chung của đúng hai mặt nên số c.*Ịnh 

3n - ^ 

của (H) bằng ^ do đó n là số chẵn. Ví dụ: Tứ diện có 6 cạnh. 

2. Chửng minh rằng một đa diện mà mỗi đỉnh của nó đều là đỉnh chung của 
một số lẻ mặt thì tổng số các đỉnh cửa nó phải là một số chẩn. Cho ví dụ- 


ổịlẦl 


Giả sử đa diện (H) có các đỉnh Ai, A2,..., An. 


Gọi mi, m 2 ,. nin lần lượt là số các mặt của (H) nhận chúng là dinh 
chung. Mỗi đỉnh Ak có mK cạnh đi qua. Do mỗi cạnh của (H) là cạnh chung 


của đúng hai mặt nên số cạnh của (H) bằng c = 

nguyên và mi,..., m„ đều là số lẻ nên n chẵn. 

Vi dụ: Hình chóp ngũ giác có 6 đỉnh. 

3. Chia một khối lập phương thành 5 
khối tử diện. 

Năm khối tứ diện được chia là: 

AB*CD\ A’AB'D\ BACB’, C'B’Cư, DACư. 

4. Chia khối lập phương thành sáu khổi tứ 
diện bàng nhau. 



ổịiẨl 

Chia láng trụ ABD.Â*B’D' thành ba tứ diện 
DABD\ A^ABD\ A*B'BD*. Phép dối xứng qua 
(ABD’) biến DABD* thành A*ABD', phép đối xứng 
qua (BA’D*) biến A’ABD* thành A*B’BD' nên ba 
tứ diện DABư, A^ABD’, A’B*BD’ bằng nhau. 
Làm tương tự đối với láng trụ BCD.B’C'D' ta 
sẽ chia được hình lập phương thành sáu tứ 
diện bằng nhau (nhận xét rằng phép đối 
xứng qua (BDD*) biến ABDD* thành CBDD’)- 


D 



c. BÀI TẬP LÀM THÊM 

1. Cho hình hộp ABCD.A'BV^D\ Chứng minh ràng hai tứ diện AABD 
CC*DB* bằng nhau. 

Hưởng dẫn: Dùng phép đối xứng qua tâm hình hộp. 
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2. Ch’ lăng trụ ABC.AIVC*. Gọi M, N, p lần lượt là trung đicni của AA\ 
liB cc/. Chứng minh ràng các lãng trụ ABC.MNP và MNP.Alì^D' bàng 
n ỉưu. 

ìĩưnig (lẩn: Dùng phép tịnh tiên vectơ AM . 

3. Cha một khối tứ diện dểu thảnh bốn khối tử diện bàng nhau. 

ihàng dần: Gọi G ià trọng tâm của tứ diện ABCD tìiì các tứ diện GAỈ3C, 
(;b:D. GCDA. GDAB bàng nhau. 


§2. KHỐI ĐA DIỆN Lồl VÀ KHỐl ĐA DIỆN ĐỀU 


A. KIẾN THỨC CÃN BẢN 

1. Khối da diện lổỉ 

Khối đa diện (H) được gọi lả khối đa diện lổi nếu đoạn thẳng nối hai 
iiểm bất kì của (H) luôn thuộc (H). Khl đó đa diện xác định (H) được gọi 
à đa diện lổi. 

2. Khối da diện đểu 

Khối da diện đếu ỉà khối da diện lổi có tính chất sau đây: 

a) Mỗi mặt là một đa giác đều có p cạnh 

o) Mỗi dĩnh của nó là đĩnh chung của đúng q mặt. 

Khối đa diện đéu như vậy được gọi là khối đa diện đểu loại {p; q} 

Định lĩ: Chl có 5 loại khối đa diện đều. Đó là loại {3; 3}, loại {4; 3}, 
loại (3; 4}, loại {5; 3} và loại {3; 5}. 

Bảng tóm tắt của năm loại khối đa diện đểu: 


Loại 

Tên gọi 

Sổ đỉnh 

Số cạnh 

Số mặt 

{3; 3} 

Tứ diện đểu 

4 

6 

4 

{4; 3} 

Lập phương 

8 

12 

6 

{3; 4} 

Bát diện đều 

6 

12 

8 

{5:3} 

Mười hai mặt đều 

20 

30 

12 

{3:5} 

Hai mươi mặt đéu 

12 

30 

20 


B. PFƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 

1. Cá bìa theo mẫu dưới đây (hình vẽ), gâp theo đường kẻ, rồi dán các mép 
lại ĩể được các hình tứ diện đều, hình lập phương và hình bát diện đều. 
Híớng dẫn: Khi cát theo hình đă cho cần chừa các mép để có thể dán lại 
vớ nhau. 
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2. Cho hinh lập phương (H). Gọi (H*) ỉà hình bát diện đều có các diìuh là 
tâm của các mặt của (H). Tinh tỉ sô diện tích toàn phần của (H) và 




Gọi a là độ dài cạnh hình lập 
phương (H) thì độ dài cạnh hình 


bát diện đều (H*) là 


a 


V2 


. Diện 


tích toàn phần của (H) là 6a^. 
Diện tích mồi mặt của (H*) là: 

; 2 J 4 8 


s 



Diện tích toàn phần của (H’) là: 8. 


8 


= 


6 


Vậy tỉ số diện tích toàn phần của (H) và (H*) là: 6a^: a^>/3 = = 2v^ 

5, Chứng minh ràng tâm của các mặt của 
hình tứ diện đều là các đỉnh của một 
hình tứ diện đều. 

Gọi A’, B*, c*. D’ lần lượt là trọng tâm 
của các tam giác đều BCD, ACD, ABD, 

ABC. 

Gọi M là trung điểm BC: 


Ta có 


MD* MA’ 


^ “ = X suy ra A'D' // AD 

MA MD 3 





" và A'D' = ịAD = ^ 
3 3 


Tương tự A’B’ = B’C’ = C’A’ = B’D’ = C’D’ = I. 
Vậy A’B’C’D’ là tứ diện đều. 
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4. CỈXỉ hìĩìỉỉ háí diện dếu AỈỈCDEP 

Cỉiứng minh ràng: 

a) Các đoạn thẳng AF, BD và CE đôi 
niột vuông góc vói nhau và cất nhau 
tại trung điểm của mỗi đường. 

b) ABFD, AEFC và BCDE lả những 
hình vuông. 

Cịiắl 

a) Do B, c, D, E cách đều A và F nêu chúng cùng thuộc 
mật phảng trung trực của đoạn thẳng AF. Tương tự, 
A, B, F. D cùng thuộc inột mặt phẳng và A, c, F, E 
cùng cùng thuộc một mặt phẳng. 



BCDE là hình thoi nên hai đường 
chéo BD và p]C vuông góc và cắt nhau 
tại trung diểm l của mỗi đường. ABFD 
là hình thoi nèn hai đường chéo BD 
và AF vuông góc và cắt nhau tại trung 
điểm I của mỗi đường. AEFC là hinh 
thoi nên AF 1 EC. Vạy AP\ BD, CE 
đôi một vuông góc nhau và cắt nhau 
tại trung điểm mỗi đường, 
b) Do AI 1 (BCDE), AB AC = AD = AE 
nôn IB = IC = ĨD = ĨE. Từ đó suy ra 
BCDE là hình vuông. Tương tự ABP^D, 
Ap]FC là những hình vuông. 


A 



c. lỉÀl TẬP LÀM THÊM 

ì. Chửng minh rằng tâm các mặt của hình bát diện đều là các đỉnh của một 
hình lập phương. 

2* Cho khối bát diện đều ABCDEE cạnh a. gọi o là giao điểm của AC và 
BD, ỉ và J lân lượt là trung điểm của AB và AE. Tinh diện tích thiết diện 
íạo bởi khổi bát diện với mp (Oĩd) 

^ V 3^3 2 
Oap sô: a^. 

8 
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§3. KHÁI NIỆM VỀ THỂ TÍCH CỦA KHỐl ĐA DIỆN 


A. KIẾN THỨC CÃN BẢN 

- Thể tích V của khối chóp có diện tích đáy B và chiều cao h là V = ^ Bh. 

- Thé tích V của khôi lăng trụ có diện tlch đáy B và chiều cao h là V = Bh. 

- Thể tích của khối hộp bằng tích của diện tích dáy và chiếu cao của nỡ. 

- Thể tích của khối hộp chữ nhặt bằng tích ba kích thước của nó. 

Chú ỷ: 

I) Tỉ số thể tích của hai khối đa diện đổng dạng bằng lập phương tỉ số 
dồng dạng. 

ii) Trong một số bài toán ta thường sử dụng kết quả sau: Cho khối chóp 

S.ABC. Trên các đoạn thẳng SA, SB.SC lần lượt lấy ba điểm A*. 3’,. C' 

^aAPC' SA* SB' SC' 

khác với s. Khi đó . — - . . 

VsABC SA SB sc 


B. PHƯCÍNG PHÁP GIẢI lìÀI TẬP 

Ì. Tính thể tích cứa khối tứ diện đều cạnh a. 


Cho tứ diện đều ABCD. Hạ dường cao AH của tứ diện, đo các đường xiên ,A1], 
AC, AD bằng nhau nên các hình chiếu của chúng: HB, HC, HD bằng nhỉu. 

Do BCD là tam giác đều nên H là trọng tâm của tam giác BCD. 



5,2 /q 

Diện tích tam giác BCD: s = — 


Thể tích tứ diện là: V = i s.h = “ . ^ - . a ỈỆ = ~ 

3 3 4 V3 12 
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2. Tinỉỉ thẻ tích bát diện dểu cạnh a. 

ỔịiÁi 

Ch(í khôi bát diện đều ABCDEP cạnh a. 
thẻ tích khối bát diện là; V = 2VKAiỉ('n- 
AB(^D \ỉi hình vuông cạnh a, EH là 
đường cao hình chóp E.ABCD. 

Ta có: EH'" = AE'^ - AH“ = a'" - 

V 2 ì 


E 



Do đó: 


V - 2 - ^ _ aV2 

“ ■ 3 ■ 2 " 3~ 


3. Cho hình hộp ABCD.A'B'C'D\ Tính tỉ sổ thể tích của khổi hộp đó và thể 
tich của kỉiối tử diện ACB D', 


^ỈÀl 

Gọi s là cliộn tích đáy ABCD và h là chiều cao của khối hộp. Chia khối 
hộp thành khối tứ diện ACB D' và bốn khối chóp A.A'B‘D', C.C’B'D', 


B'.BAC và D'.DAC. 

Ta có diện tích tam giác A'B'D' là 

Sa BI) - ị Sa HC D = ịs 

Ó ềổt 

Thể tích khối chóp A.A'B'D‘ là 
VA.Aao4.h.ỉS.ỈS.h. 

Tưưng tự VcxvỊỊu ^ Vịj BA(' = Vị}- UAC = 
Vậy thê tích khối tứ diện ACITD' là: 
VAcni) = VARcnAivci) - 4 Vaaìỉi) 



s.h - -S.h = t Sh. 


Vâv ^abcd a bc d „ ^ _ Q 

Vacbd Ash 

3 


4. Cho hình chóp S.ABC. Trên các đoạn thẳng SA, SB, sc lẩn lượt lấy các 
điểm A\ B\ C' khác với s. 


Chứng minh rằng 


Vs.A'D (r ^SA‘ SÍT ^ 

V, SA ■ SB sc 
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ếĩlềỉl 

Gọi H và H’ lần lượt là hình chiếu của A và 
A’ trên mpCSBC). Khi đó s, H, H' thẳng 
hàng (vi chúng là hình chiếu của ba diểm 
thẳng hàng s, A, A' trên mp(SBC)). 

Vì A'H’ // AH nên 4^ = 14 

AH SA 


Ta có: 


e ^SB .SC'.sinB'SC’ cin' QP' 

^SB c _ 2_ 

®SBC lsB.SC.sinBSC 
2 



Suy ra: 


^SA B C 


:SsbcA'H’ 


:Ssbc.AH 


SA' SB' SC' 
SA ■ SB ■ sc 


ố, Cho tam giác ABC vuông cân tại A và AB = a. Trên dường thảng qua c 
và vuông góc vái mặt phẳng (ABC)y lấy điểm D sao cho CD - o. Mặt 
ohẳng qua c và vuông góc với BD, cắt BD tại F vả cắt AD tại E. Tinh thể 
tích của khối tứ diện CDEF theo a. 


Ta có: 


BA 1 CD] 
BA ICA 


=> BA 1 (ADC) => BA 1 CE. 


Mặt khác BD 1 (CEF) => BD 1 CE. 

Từ đó suy ra CE 1 (ABD) CE 1 EF, CE 1 AD y 

Vì tam giác ACD vuông cán 

_ nn _OTT _ asỈ2 \ 

CA = CD = a, nên CE = ^ \ 

2 2 a\A 

Ta có BC = a V2 , BD = +a' = a x/ã A 

Trong tam giác vuông BCD ta có CF.BD = CB.CD (= 2Sbcd) 
_ CB.CD ayỈ2.a _ Í2 
BD 2>/3 V 3 

r^r-. /^ts 2 ỉ2 2 ? a-s/ẽ 


=> EF = VCF" - CE* = 


DF = VDC^- CF^ = Ja* = ^-ệ- 

V 3 3 

Diện tích tam giác CEF là ScEK = ị EC.EF = 1. ^^ 

2 2 2 6 12 
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Thê tích khối tứ clLộn DCEF là V„rKF = !; DE.SrPK = ■ 

3 36 

6. Cho hoi đường tỉìẳng cỉìéo nììQíi d vả d\ Doạn thẳỉig AB có dỏ dái a trượt 
trpri d, (ỉoạn thẳng CD có dộ dài h trượt trẽn d'. Chứng minh ràng khối 
tư diện AĨK'D cỏ thể tích kìiông dồi. 

ếPịíẦÍ 

Gọi }i iă <]ợ dài đường vuông góc chung 
cua d và d’, a là góc giữa hai đường 
thẳng d và d’. Qua B, A, c dựng hình 
bình hành BACF. Qua A. c, D dựng hình 
bình hành ACDE. Khi đó ABE.CED là 
một hlnh ỉăng trụ tam giác. Ta có: 

VịìAiìc = Vhadỉ-: = Vu abk = ~ VAaK.CKi) 

o 

= ỉh.S.ABi-:= ịhịab.sina= 4 

3 3 2 6 

là một sô không đổi. 

c BÀI TẬP LÀM THÊM 

/. Cho hình chóp tam giác dểu S.ABC cô đáy ABC ỉả tam giác đểu cạnh a, 
cạnh bên tạo với đáy một gốc 60^. Tính thể tích khối chổp đó. 

Đáp số: ~a^. 

12 

2. Cho hình chóp tam giác S.ABC có đáy là tam giác vuông ở B cạnh SA 
vuông góc với đáy. Kẻ AD 1 SB t’à AE 1 sc. Cho biết AB = SA = /, BC - 2. 

a) Tỉnh thể tích khối chóp S.ADE. 

b) Tính khoảng cách từ E đến mp(SAB) 

Đáp số: a) V =: ;4: i b) d = 4 

90 3 

3. Cho hình hộp chữ nhật ABCD.AE C D' có AB = a. = 2a, AA' = a. Lấy 
điểm M trên cạnh AD sao cho AM = 3MD. 

a) Tinh thể tích khối chóp M.AB'C. 

b) Tính khoảng cách từ M đến mp(AB'C) 

Đtip số: a) 4“ ỉ b) d = 4 
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ỒN TẬP CHƯƠNG I 


4. Cho hình lăng trụ và hình chóp có diện tích đáy và chiều cao bàng n hau. 
Tính tỉ sô thể tích cứa chúng. 

ổjlÀl 

Giả sử hình lăng trụ và hình chóp lần lượt có thể tích là Vi và V 2 ;- Có 
diện tích đáy s và chiều cao h. 

Ta có Vi = s.h; V 2 = i s.h. 

3 

Suy ra = 3. 

V. 

''2 

5. Cho hình chóp tam giác O.ABC có ba cạnh OA, OB, oc đôi nĩột vuông góc nhau 
và OA = o, OB - b, oc = c. Hăy tính độ dài đường cao OH của hình chóp. 

ổịlẦl 


Kẻ CE 1 AB và OH 1 CE 
ÍAB _L CE 

"Ta có 7 (vì oc ± mp(OAB)) 
AB X oc 



1 + c“a* 

OH^ a*b=c“ 

>/?ĩ?Tbv77v 

6, Cho hình chóp tam giác đều S.ABC có cạnh AB bàng a. Các cạnh bẽn Sa, 
SB, sc tạo với đáy một gốc 6ứ\ Gọi D là gỉao điểm của SA vớỉ mật 
phảng qua BC và vuông góc với SA. 

a) Tính tỉ sô thể tích của hai khối chóp S.DBC PÒ S.ABC. 

b) Tính thể tích của khối chóp S.DBC. 
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ổịlÀi 

(lọi K ìh trung điểm HCl. H là tám tam giác đều ABC thì SH J mp(ABC) 


Ta có AH = r AE 
3 


2 

3 2 


a 




.SAH =r 60‘^ là góc giữa cạnh bên SA với 
inp(AB('). Trong tam giác vuông SAFI ta 

aV3 


tó SFỈ == AH.tanÔO® = 

DE = AE sin60' = 
AH 


-.Vã = 


a 


a^/3 yf3 3a 


SA 


cos60'’ 

AD r: AE.coseO^ = 


= 2Aíi = 


2 2 4 

AE aVs 


SD = SA - AD = 

a) 


2 

2av^ 


4 

aVs 



oa^íé 


3 4 12 

Vspac ^ SC_^_ 5^ . 2av^ _ 5 

S.ABC 


SA‘SBSC SA 12 3 


8 


‘5n/3 


1 , mr 1 cỊr\ 1 r\r;'r>o _ ^ SaVs 3a „ a 

b)VsDBC= r-SD.-^.DE.BC = .^.a = — 

3 2 6 12 4 96 

7 Cho hình chóp tam giác S.ABC có AB = 5a, BC - 6a, CA ~ 7a. Các mặt bên 
SAB, SBC, SCA cùng tạo với đáy một góc 60^. Tính thể tích khối chóp đó. 

ổịiải 

Kẻ SH 1 (ABC), HE 1 AB, HF X BC, HJ 1 AC. 

Vi các góc SẼH , ỔFH và SJH đều bằng 60° 
nên HE = HF = HJ = r là bán kính đường tròn 
nội tiếp tam giác ABC. Nửa chu vi tam giác 
ABC bằng p = 9a. 

Theo công thức Hê-rỏng diện tích 
tam giác ABC bằng: 

S = ịpip - a)(p - h)ĩ^-^) = ,a'^ r_- 6 Tẽ .a^ 

s 


Ap dụng công thức s = p.r, ta có r 


2v'6a 

3 



Xét tam giác vuông SEH ta có: 
SH EH tan60° = tS = 


2V6a 


.s =2V2a 
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Vậy Vsabc = ị SH.Sabc = i .2 ^/2 a.6 >/6 = 8 /3 a^. 

3 3 

8. Cho hỉnh chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình chừ nhật, SA vuông góc với 
đáy và AB ~ a, AD = ồ, SA = c. Lấy cẩc diểni B \ D' iheo thứ tự thuộc SB, 
SD sao cho AB' vuông góc với SB, AD' vuông góc với sz>. Mặt phàng 
(ABĐ) cát sc tạỉ C' Tinh thể tích khôi chóp S.ABCĐ[ 


ổịiềỉi 

Gọi o là tâm hình chữ nhật ABCD, I là giao 
điểm của SO và B’D’ thì C' ià giao điểm của 
đường thẳng AI với sc. 

ÍBC ISA 

Ta có r ^ ^ BC 1 mp(SAB) 

[BC X AB 

=> BC 1 AB’. Mà AB' 1 SB nên AB' 1 (SBC) 
AB' 1 sc. Tương tự AD' 1 sc 
Vậy sc X (AB'D') 


s 



Ta có: SB = Va"' + c' . SD = , sc = Va’* + b= + c' 

SA.AB 


Trong tam giác SAB, ta có SA.AB =: AB'.SB => AB' = 


ca 


SB 




Tương tự AD' = 
Suy ra 

Tương tự SD' 


AD'= -pỊ_;AC ^ựáỊpL 
Va“ + Va^ + b® + c* 

SB' = VSA’* - AB" = Jc‘ --ị^ = 

\ a’* + c* 

SD' = -y. ; SC' = -=L.===^ 

B'C’ SC' 




Ta có ASC’B' «) ASBC nên 


BC 


=> B'C' = 
Tương tự; D'C' = 


BC.SC’ 


SB 

bc" 


sc Va^ f 


ac 


^ ^ ^2 ^ ^2 .ị. 


Vi AB’ 1 B'C* và AD' 1 D’C\ nên ta có: 

»2 


o _ 1 nr.' AO‘ 1 b ca 1 abc^ 

^AETC ~r 0 \J . Al5 Sỉ — —7====- — y=:ĩs;:.jr;:v:T.— —=======• = ■— - ■■"TV--g = 

2 2 Vã*Ti? Va’* + b’* + c’* Va + c’* 2 (a® + c^)Vã’ + b^T? 


Tương tự: Sad c- = 


abc’* 


2 (b’* + c’*)Va’* + b* + c^ 
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Tií (ló suy ra tliể tích khối chóp phải tìm bằng: 

A/- - 1 i abc‘* { ^ ^ \ 

' 3'2 ~Jẵ^7ỤT7 '1^+^" J \/?TFT7 

1 + b^ + 2c^ abc^(a^ + b'*^ + 2c^) 

~ 6 4 b'*^ 4 (a^ 4 c^)(b^ 4C^) ~ 6{a^ ^c^){h^ 4-c^)(a^ 4 b^ +c^) 


9. Cho hình chóp tử giác đều S.ABCD có đáy ỉà hỉnh vuông cạnh a, cạnh 
bén tạo với đáy một gốc 6Ư\ Gọỉ M là trung diễm của sc. Mật phảng đi 
qua AM và song song VỚI BD, cắt SB tại E và cắt SD tại F. Tính thể tích 
cùa khối chóp S.AEME. 

ổịlắl 

Gọi 0 là tâm hình vuông ABCD, I là 
giao điểm của AM và so thì EF qua ỉ 
và song song với BD. 

[BD 1 AC 
Ịbd 1 SO 

EF 1 (SAC) 

SI 


Ta có 


BD 1 (SAC) 

EF 1 AM 
I là trọng tâm tam giác SAC nên 




Trong aSBD EF // BD nên 

BD SO 

Vì SAÒ = SCO = 60*^ nên ASAC ỉà tam giác đều cạnh a V 2 do đó; 

* _ fPị yỉs aVẽ 

AM = aN/2 . 

2 2 

Diện tích tứ giác có hai đường chéo vuông góc AEMF là 


1 _ 1 a^/6 2 


Tu có 


Saemk = ^AM.EP = 

2 2 2 

ísc 1 EF (vì EF 1 (SAO) 

Ịsc 1 AM (vì ASAC đều) 






sc 1 (AEMF) 


SM = Asc 
2 


a 


V2 


2 


Vậy 


\T _ 1 o 1 »'/2 _ a 

V.s.aemp= ^.SM.Saemp= ~ 




10 Chợ lăng trụ đứng tam giác ABC.A 'B'C' có tất cả các cạnh bàng a. 

a) Tính thể tích của khối tử diện A'BB'C. 

b) Mặt phảng (P) đi qua A'B' và trọng tâm tam giác ABC, cắt AC và BC 
lần lượt tại E và F. Tính thể tích của hình chóp C.A'B'FE. 

ĐAỈ HỌC QUÔC GlA HA NO’ ì 
TRUNG Tầm T^ ÕNG tin th ự VỊỆN 

In f ^í)JL 
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a) Ta có: Va bbc = Va.bcc = V(;,AB'Ữ = 


1 _ 1 „ 

Vabc.abc = — 


3 


a\-3 

4 


v3 
12 • 


b) Gọi I, K lần lượt là trung điểm của AB 
và A'B’, J là trọng tâm tam giác ABC. 
Đường thẳng qua J và song song với AB 
cát AC và BC lần lượt tại E và F. 
Đường thẳng EF chính là giao của 
(JA’B ) với (ABC). Khi đó, vì EF 1 (CJK) 
nên (A’B'FE) 1 (CJK), suy ra khoảng 
cách từ c đến (A'B'FE) bằng khoảng 
cách từ c đến KJ. 

rp ' 1 J _ 1 1 a>/3 

Ta có 1J = f CI = ^ 

3 3 2 6 



=> KJ = VlK" + u" = ^ 

2 1 ^ 


. a „ 13 

12 Vl2 


SjKC “ T 'SiKC — «21 

3 3 2 2 


6 


2S. 


Khoảng cách từ C đến KJ là h = d(C, KJ) = = 

KJ 


a^N/ã , ^ il3 
3 '^Vl2 


2^ ^3 

‘ 13 


Diện tích hình thang A'B'FE là: s = 
Thể tích hình chóp C.A'B FE là: V = 


1 í- 2 ì „ íĩã' ^ 5a^ [13 

2 r^3T^\12 “ 12 'V 3 

ỉ s h - 1 — 

3 ■ 3 ■ 12 V 3 ■ 13 isS 


11, Cho hình hộp ABCDA'B’C'D\ Gọi E và F theo thứ tự là trung điểm cãa 
các cạnh BB\ DD’. Mặt phẳng (CEF) chia khối hộp thành hai khôi đa 
diên. Tinh tỉ số thể tích của hai khối đa diên đó. 


Gọi o là tâm hình hộp. Khi đó o 
cõng là tâm của hình binh hành 
BB DD*. Do đó o là trung điểm 
của EF. Do A' thuộc đường thẳng 
CO nên A’ thuộc mật phẳng 
(CEF). Ta có A'E // CF, A‘F // CE- 
Vậy mật phẳng (CEF) cắt hình 
hộp theo thiết diện là hình bình 
hành A ECF. 
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Mặt phảng íCF]F) chia hình hộp ARCD.A'B'C'D tliảnh hai hình đa diện 
(íi) và (H ). Gọi (H) ià đa diện có các dính là A, B, c, D, A'. E, F, {ĩỉ') là 
da dicn còn lại. 

rhóp đối xứng qua tám o biến các đỉnh A, B, c, D, A', E, F của đa diện 
(II) theo thứ tự thành các dỉnh c, D . A’, B\ c, F, E của đa diện (H‘). Từ 
dó suy ra phép đối xứng qua tâm o biến (H) thành (lĩ). Do đó hai hình 
da diện (H) và (ỉỉ ) bàng nhau. Suy ra tỉ số thể tích của chúng bằng 1. 

iĩ. Cho hỉnh lập phương ABCD.A'B'C'Đ' cạnh a. Gọỉ M là trung điểm A’B\ 
N lá irung diểni BC, 
a) Tính thể tích khối tứ diện ADMN. 

ò) Mật phẳng (DMN) chia khối ỉập phương đã cho thành hai khối đa 
diện. Gọi (H) là khối da diện chứa dỉnh A và (H') là khối đa diện còn 
V.., 

lại. Tính ti sô . 

V.... 

''iHi 


1 1 1 

Si) Ta có *- Vm anu = * A A.Sand - ^ ■3- ^ -â-S - --- 

0 u v) 


h) Từ M kẻ ME // DN (E thuộc A'D*) 

Từ N kẻ NF // DE (F thuộc BB') 

Thiết diện mp(DMN) với hình lập phương là ngũ giác DEMFN chia 
ÍH) thành các hình chóp P.DBN, D.ABEMiV và D.A EM 


Ta cỏ AA’ME <f> ACDN nên 


A’E _ CN 
A M “ CD 


1 

2 



Ta có Smfb = ị MB'.B'F = 4. r • X = Ể 
2 2 2 3 12 
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^ Sabpma' = Sabb a - Smfb = a 
^ Vp.ABPMA 


a‘ 

12 


lla^ 

12 


1 » 1 lla' „ lla^ 

T -Sabpma DA = - . —;:— .a = - 

3 3 12 36 


Diộn tích AA'EM: Saem = ị A'M,A’E = ị . r • T = ^ 

2 2 2 4 16 

. T7 ^ o rkT^' _ ^ a _ _ a 

=^ Vo,,.„E= ^.S.em.DD = ±.^.a= ^ 

Thể tích khối đa diện (H) 


_ .. . \7_ . \ 7 . _ ^ ^ 

ViHt = VpnRN + Vd.abpma + Vd.aem= — + *** 

lo oo 4o 


MH) - vp.DBN + Vd.ABPMA 

Thể tích khối đa diện (H ) 

V(H) - Vabcd.a b*cd' “ V(H) = 


55a^ 

144’ 


55a^ 

144 


89a^ 

144 


V.. 

Vậy 




(H) 


89 


TRẢ LỜI CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM CHƯƠNG I 


1 . Trong các mệnh dề sau, mệnh đề nào đúng? 

(A) SỐ đỉnh và số mặt của một hình đa diện luôn bằng nhau; 

(Đ) Tồn tại hinh da diện có số đỉnh và sế một bằng nhau; 

(C) Tồn tại một hình đa diện có số cạnh bằng số đĩnh; 

(D) Tồn tại một hình đa diện có số cạnh và mặt bằng nhau. 

Trả lời: Tổn tại hình đa diện có số đỉnh và số mặt bằng nhau. Chẳng hạn 
khối tứ diện. Chọn (B). 

2. Trong các mệnh áề san, mệnh đề nào đúng? 

SỐ các đỉnh hoặc số cổc mặt của bất kì hình đa diện nào cũng: 

(A) lớn hcfn hay bằng 4; (B) lớn hơn 4; 

(C) lớn hơn hay bằng 5; (D) lớn hơn 5. 

Trả lời: Tứ diện có số đỉnh và số mặt bằng 4. Chọn (A). 

3. Trong các mệnh để sau, mệnh đề nào đúng? 

Số các cạnh của hình đa điện luôn luôn: 

(A) Lớn hơn hay bằng 6; (B) Lớn hơn 6; 

(C) Lớn hơn 7; (D) Lớn hơn hay bằng 8 

Trả lời: Số cạnh của tứ diện là 6. Chọn (A). 
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4. 'ỈVong các Iiìệnh đề sau, mệnh đề nào SAĨ ? 

(A) Hình tứ diện là khôi đa diện lồi; 

iB) Hình hộp là khối da diện lồi; 

iCì Hình chóp là khối đa diộn lồi; 

(Dí lỉinh lăng trụ tam giác ià khối đa diện lồi. 

Trả iời: (A), (B), (D) đúng. Chọn (C). 

5. Trong các mệnh đề sau, mệnh đồ nào sai ? 

ÍA) Hình khối chóp có diện tích đáy và chiều cao tương ứng bằng nhau thì 
có thể tích bằng nhau; 

(Bí Hai khối hộp chữ nhật có diện tích toàn phần bằng nhau thì có thể 
tích bằng nhau; 

íC) Hai khôi lăng trụ có diện tích đáy và chiều cao tương ứng bằng nhau 
thì có thể tích bằng nhau; 

(D) Hai khôi lập phương có diện tích toàn phần bằng nhau thì có thể tích 
bằng nhau. 

Trả ỉờỉ: (A), (C), (D) dúng. Chọn (B). 

6- Cvho hình chóp S.ABC. Gọi A’, B' lần lượt là trung điểm của SA, SB. Khi 

đó tỉ số thể tích cùa hai khối chóp S.A'B'C và S.ABC là; 



Vs.ABc * SA ■ SB ■ SC " 2 ■ 2 4 ■ 

Chọn (C). 


7. Cho hình chóp S.ABCD. Gọi A', B’, C’, D' lần lượt là trung điểm của SA, SB, 
SC. SD. TI số thể tích của hai khối chóp S.AB‘GD* và S.ABCD ìà: 

(A,i; (B)ỉ; (C) i; (D) A. 
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Trả lài: ^ ^ ^ ^ ^ ỉ 1 

SASB sc 2 ’ 2 ' 

=> Vsab'c = -VsABC ( 1 ) 

o 

Tương tự: Vs,AC' 0 ' = — Vs.ACD (2) 

o 

Lấy (1) cộng (2) ta được: 

Vs.abct)’ = Vs.a*b-ữ + Vs acd 

= — ( Vs.ađc + Vs.acd) = “ Vsabcd 

o o 

Vậy = ỉ. Chọn (C). 

V 8 

8. Thể tích khối lăng trụ tam giác đều có tât cả các cạnh bằng a là: 
(A) (B) (C) —à'’; (D)^a-^ 

o 4 ií 4 

m 7 • Q a^ n/S tt a^Vã 

Trả lời : Sabc = — 7 — => V = . 

4 4 

Chọn (D). 


9* Cho hình hộp ABCD.A BCD'. Tỉ số thể tích của khôi tứ diện A(CB'D và 
khối hộp ABCD.A B’C'D‘ bằng: 



Trả lời: 


Vacb d' = Vabco A'B C‘0‘ “ Vc.Bưư "" Vu -acd - Vb abc “ A B’t) 

4 1 , 

= Vaabcd.abcd VABCĐ.ABcrD = ^ V. Chọn (B). 

6 3 

10. Cho hình hộp ABCD.A'B’C‘D\ Gọi 0 là giao của AC và BD. Tỉ số tlể tích 
của khối chóp O.A B ƠD’ và khối hộp ABCD.A'B’C'D’ bằng: 

(A)i; (B)i; (C) (D) i. 

2 3 4 6 

V 1 

Trả lời: = i . Chọn (B). 

^ABCB.ABCD’ ^ 
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ĩĩ. MẶT NÒN, MẶT TRỰ, MẶT CÃU 

§ 1. KHẢI NIÊM MẶT TRÒN XOAY 

A. KIÍÍN THỨC CẢN lỉẢN 

I. MẶT NÓN TRÒN XOAY 

1. Định nghĩa 

Trong mặt phẳng (P) cho hai đường thẳng 
d và A cắt nhau tại o và tạo thành góc p 
không đổi với < p < 90*^. Khi quay mặt 
phẳng (P) xung quanh A thì đường thẳng đ 
sinh ra một mặt tròn xoay được gọi là mặt 
nón tròn xoay đỉnh o (gọi tắt là mặt nón). 

Đường thẳng A gọi là trục, đường thẳng d 
gọi là đường sinh vá góc 2p gọi lá góc ỏ 
đỉnh của mặt nón dó. 

2. Hình nón tròn xoay và khối nón tròn xoay 

Cho tam giác OIM vuông tại ỉ. Khi quay tam giác đó xung quanh cạnh 
góc vuông OI thì đường gấp khúc OMI tạo thành một hình được gọi là 
hình nón tròn xoay (hay hình nón). Hỉnh tròn tâm ! bán kính !M dược 
gọi !à mặt đáy, điểm o gọi lá đỉnh, độ dài O! gọi là chiều cao vá dộ 
dài OM gọi là đường sinh của hình nón đó. 

Khối nón tròn xoay (hay khối nón) lá phán không gian được gỉới hạn 
bởi một hình nón tròn xoay kể cả hình nón đó. 

3. Diện tích xung quanh của hình nón tròn xoay 

Gọi lá diện tích xung quanh của hình nón có bán kính đường tròn 
đáy bằng r và độ dài đường sinh bằng /: 

Ta có công thúc: Sxq = Ttr/. 

Diện tích xung quanh cửa hinh nón tròn xoay 

Sip - + Sd “ nrl + 

4. Thể tích khối nón tròn xoay 

Khối nón tròn xoay có chiều cao h vá có diện tích đáy !à B thì thể tích 
là 

1 1 9 . 

V - ”Bh = -Tĩr^h 
3 3 
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II. MẶT TRỤ TRÒN XOAY 

1. Đ|nh nghĩa 

Trong mặt phẳng (P) cho hai đưởng thẳng 
A và / song song với nhau, cách nhau một 
khoảng bằng r. Khi quay mặt phảng (P) 
xung quanh A thì đường thẳng / sinh ra 
một mặt tròn xoay được gọi là mặt trụ tròn 
xoay. Người ta thường gọi tắt mặt trụ tròn 
xoay là mặt tfụ. Đường thẳng A gọi là 
trục, dường thẳng / gọi ỉà đường sinh và r 
là bán kính của mặt trụ đó. 

2. Hình trụ tròn xoay và khối trụ tròn xoay 

Cho hình chữ nhật ABCD. Khi quay hình chữ nhật đó xurng quanh 
đường thẳng chứa một cạnh, ví dụ cạnh AB thì đường gểb Khúc 
ADCB tạo thành một hình được gọi là hình trụ tròn xoay ((CÒI được 
gọi tắt là hình trụ) 

Khi quay quanh AB, hai cạnh AD và BC sẽ tạo ra ra hai hhh tròn 
bằng nhau được gọi là hai đáy cùa hlnh trụ. còn cạnh CD goi là độ 
dài đường sinh lạo ra mặt xung quanh của hình trụ. Khoảngỉ c4ch AB 
giữa hai mặt phẳng song song chứa hai đáy là chiều cao của ihầh trụ. 

Khối trụ tròn xoay là phấn không gian được giới hạn bởi mộit ^ình trụ 
tròn xoay kể cả hình trụ đó. Khối trụ tròn xoay còn gọi tắt lềa Nnỗi trụ. 
Ta gọl mặt đáy. chiều cao, đường sinh của khối trụ theo thứ tụ là mặt 
đáy, chiéu cao, đường sinh cua hlnh trụ tương úng làm gỉớỉi tạn cho 
khối trụ đó. 

3. Diện tích xung quanh của hình trụ tròn xoay 

Nếu gọi Sxq là dỉện tích xung quanh của hình trụ có bán kínlh láy là r 
và có đường sinh là / ta cỏ công thức; Skq = 2nr/. 

Diện tích toàn phần của hình trụ trỏn xoay bằng diện tích xuincquanh 
của hình trụ đỏ cộng với diện tích hai đáy của hình trụ. 

Stp = Sxq + 2.Sđ = 27tr/ + xr® = 2nr(/ + r) 

4. Thể tích khối trụ tròn xoay 

Thể tích khối trụ tròn có chiều cao h và cố diện tích đáy B thiì 
V = B.h = nr2h. 

B. PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 

i. Cho đường tròn tâm 0 bán kính r nàm trên mặt phảng (P), T^ừ những 
điểm M thuộc đường tròn này ta kẻ cẩc đường thẳng vuông góiC ìới (p). 
Chửng minh ràng những đường thảng như vậy nàm trên mật nặt trụ 
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tntỉi xoay. ĩỉãy xác dính trục của mặt trụ và bán kính của mặt trụ đó. 

ổịl/iỉ 

<lọi A là đường thẳng vuông góc với (P) tại tám o của đường tròn cho 
Irơớc. Từ những điểm M trên đường tròn ta kẻ những dường thảng m 
Vuóng góc với mặt phẵng (p). Như vậy các đường thẳng m ìuôn ìuòn song 
■soĩtg vđi A và ỉuôn luôn cách trục A một khoảng cách r. Do đó các đường 
thAng ni này thuộc mặt trụ tròn xoay có trục là đường thẳng A và có bán 
kính b?ing r. 

2^ Trong mỗi trường hợp sau đây, hãy gọi tên các hinh tròn xoay hay khối 
tròn xoay sinh ra bởi: 

a) Ba cạnh của hỉnh chữ nhật khi quay quanh đường thẳng chứa cạnh thứ tư 
tì) Ba cạnh của một tam giác cân khi quay quanh trục đôỉ xứng của nó. 

c) Một lam giác vuông kể cả các điểm trong của iam giác vuông đó khí 
quay quanh một dường thẳng chứa một cạnh góc vuông, 
iỉ) Một hình chừ nhật kể cả các điểm trong của hỉnh chừ nhật đó khi 
quay quanh đường thãìĩg chứa một cạnh. 

Cịiầi 

n) Ba cạnh của hình chữ nhật khi quay quanh đường chứa cạnh thứ tư 
sinh ra hình trụ. 

b) Ba cạnh của một tam giác càn khi quay quanh trục đối xứng của nó 
sinh ra hình nón (đường cao xuất phát từ đỉnh tam giác). 

c) Một tam giác vuông kể cả các điểm trong của tam giác vuông đó khi 
quay quanh đường thẳng chứa một cạnh góc vuông sinh ra khôi nón. 

il) Một hình chữ nhật kể cả các điểm trong của hình chữ nhật đó khi 
quay quanh đường thẳng chứa cạnh sinh ra khối trụ. 

5. Cho hình nón tròn xoay có đường cao h - 20 cm, bán kính đáy r = 25 crn. 
a) Tính diện tích xung quanh của hỉnh nón đã cho 
ò) Tính thể tích của khối nón được tạo thành bởi hỉnh nón dó. 

o) Một thiết diện đi qua đỉnh của hình nón có khoảng cách từ tâm của đày 
đến mặt phảng chứa thiết diện là 12 cm. Tính diện tích thiết diện đó. 

Ổịlẳl 

a) Giả sử SA = / là độ dài đường sinh, SH = h là chiều cao hình nón. 
Trong tam giác vuông SOA ta có: 

SA^ = + OA^ = = 20"* + 25^ = 1025 

=> SA = Vl025 


Diện tích xung quanh hình nón là: 

s,, = nrỉ = n.25.ỈĨÕ25 2514,5 (cm^) 
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b) Thể tích khối nón là; 

V = ỉ nr^h = ị Tt.25^.20 « 13083,3 (cm''^) 
3 3 

c) Giả 3ử thiết diện SAB đi qua đỉnh s 
cắt đường tròn đáy tại A và B. Gọi I 
ỉà trung điểm của dây cung AB. Từ 
tâm o của đáy vẽ OH vuông góc với 
SI. 

Ta có => AB 1 (SOI) => AB 1 OH 

AB 1 SO 



Í OH I AR 

^ OH 1 (SAB) nên OH = 12 cm. 

OH ISI 


Trong tam giác vuông SOI ta có: ^ 


1 1 1 1 X z.ưu X - p._ 

01^ OH' 0S= 12" 20" 57600 225 

Xét tam giác vuông OAI ta có Al" = oa" - Ol" = 25" - 15" = 20". 
Vậy AI = 20 cm. 


Ta có: SI OH = SO.OI SI = 


SO.OI 20.15 


= 25 (cm) 


Vậy diện tích thiết diện SAB là: SsAB = ị SI.AB = 25.20 = 500 (cm"). 

4. Trong không gian cho hai điểm A, B cố định và có độ dài AB = 20 crn. Gọi d 
là một đường thẳng thay đổi luôn luôn đi qua A và cách B một khoảng bàng 
ĨO cm, Chứng minh rằng đường thẳng d luồn luôn nàm trên một mặt nón, 
hãy xác định trục và góc ở đỉnh của mặt nón đó. 



Vậy đường thảng d luôn luỏn thuộc mặt nón nhận đường thẳng AB làm 
trục và có góc ở đỉnh bằng 2a = 60°. 

5. Một hình trụ có bản kính đáy r = 5 cm uà có khoảng cách giữa hai dảy Là 7 cni. 
aì Tính diện tích xung quanh của hình trụ và thể tích của khôi trụ dược 
tạo nên. 

b) Cắt khối trụ bỏi một mặt phảng song song với trục và cách trục :ì cm, 
Hãy tinh diện tích cứa thict dìặn điứỵc tạo nên. 
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B 


a l-]ờiifí sinh / " 7 cni. 

ĩ ọ ì tích xung quanh hình trụ là. 

r: 2nrỉ 2n.5.7 ^ 219.91 (cnr) 

'ho tích khối tru có chiều cao h = 7 cin là 
V = nr“'.h = ^ 549,77 {cin'*). 

bí Mt phổng (AA‘, BB') song song với 
tuc 0() và cách trục 3 cni cát khỏi 
tii theo thiết diện là một hình chử 
nận, ABB'A’. gọi I là trung điểm của 
dy cung AB, ta có: OI - 3; 

AI" = OA" - 01" = 5" - 3" = 16 



--J> AI = 4 cm AB = 2AI = 8 (cni) 

\ thiết diện ABB’A' ỉà hình chữ nhật nẽn có diện tích 
s n AB X AA' = 8 X 7 = 56 (cm^) 


6. Cdt lột hình nón bằng một mặt phẳng qua trục của nó ta được tìiiíí diện 
là ìì)t tam giác đều cạnh 2a. Tính diện tích xung quanh và thể tích của 
ỉùnì nvm đỏ. 

ổịlải 

Giả 'ử thiết diện là ASAB cạnh 2a. Khi 
dỏ hn kính đáy hình nón r = a, độ dài 
duờiỊ sinh / “ 2a và chiều cao h = a n/3 . 

Diệitnch xung quanh hình nón là: 

= Tc.r/ - 7i.a.2a = 27ra'^ 

Thể ícih hinh nón là; V = inr^.h =: ỉ Tia".a >/3 = 

3 3 3 



7. Mộtứmh trụ có bán kính r và chiếu cao h -rS. 


a) Tih diện tích xung quanh ưá diện tích toàn phần của hỉnh trụ. 

b) T%h thể tỉch của khối trụ tạo nẽn bởi hình trụ dã cho. 

c) Co hai diểm A. B lản lượt nằm trẽn hai đường 
trn đáy scuy cho góc giữa đường thẳng AB và 
trc ciỉa hình trụ bằng Tinh khoảng cách 
gid đường thdng AB và trục của hình trụ, 

a) T có h = / = r 

Dịn tich xung quanh hình trụ là: 

Sxq = 2nr/ = 27ĩr.r V3 = 2 Vã Ttr^ 
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Diện tích toàn phần hình trụ là: 

St„ =: + 2S.J = 2 /3 nr‘^ + 2nr^ = 2 (n/ 3 •f Dnr^ 

b) Thể tích khối trụ là: V = nr^h = Ttr^.r^/s = Vs Ttr^ 

c) Ta có OA = 0’B = r 

Gọi AA' là đường sinh của hình trụ, ta có: 0*A' = r và AA‘ - r^Iầ 

Góc giừa đường thảng AB và trục của hình trụ chính là góc BAA’ = 30^ 

Vì OO' song song với mặt phẳng (ABA ) nên khoảng cách giữa 00' và 
AB bằng khoảng cách giữa 00' và mặt phảng (ABA ). 

Gọi H là trung điểm của đoạn BA’ ta có 0'H chính là khoảng cách cần 
tìm (vì 0'H 1 (AA’B)). Tam giác BA’A vuông tại A’ nên ta có: 

BA' = AA'tan30'’ = r^/3 i = r, 

s 

Vậy aBA' 0' là tam giác đều cạnh r nên 0'H = 

2 

8. Một hình trụ cổ hai đáy là hai hình tròn (ỡ; r) và (0'i r). Khoảng cách giữa 
hai đáy là 00' = r Vs . MộẾ hỉnh nón có đỉnh là O' và cố đáy là (O; r). 

a) Gọi S} là diện tích xung quanh của hỉnh trụ và S 2 là diện tích xung 

g 

quanh của hình nón, hây tỉnh tì số ~ ? 

^'2 

b) Mặt xung quanh của hình nón chia khối trụ thành 2 phần, hãy tỉnh ti 
số thể thh của hai phẩn đó. 


ỔịlÃi 



b) Khôi trụ và khối nón có cùng đáy và cùng chiều cao nên thể tích khối 
trụ bằng ba lần thể tích khối nón. Gọi Vi là thể tích khối nón và V2 là 

V, 1 

thể tích phần còn lại của khối trụ, ta suy ra: . 
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.9. CAt hỉnh nón dính s bời iuạt phấng đi qiia trục ta được một tam giác 
vuông cân có cạnh huyền hằng a 'J2 . 

a) 'rinh dịựù tícìi xung qucuiỉi, diện tích dáy ĩ'd thể tícỉi của khôi nón 
tương ứng. 

b) Cho dày cung BC ciỉa dường tròn đáy hình nón sao cho mật phảng 
(SBC) tạo với măt phắng chứa đáy hình nón một góc 60'{ Tính diện 
tích tam giác SBC. 


ỔịlÃl 

a) íjiầ sử cắt hình nóa bởi niặt phăng đi qua 
t rục SO của hình nón đó là tam giác vuông 
cán SAB (SA 1 SB và AB = a>/2 ). Ta suy 

a42 

ra hình nón có bán kính đáy r , chiểu 

2 


cao h = SO 


a 


72 


và dường sinh / = a. 


AA. o _ ^ _ \Í2na^ 

Do đó: Svn = nrỉ = 7Ĩ. .a = — 

Diộn tích đáy của hình nón là s = = - 

Gọi V là thể tích khối nón ta có: 

1 21 1 _ a/ỗ >/27ca^ 

V = — 7ir h = — 7Ĩ ^ 

3 3 2 2 12 


Tia 


s 



b) Kẻ OH 1 BC thì SH 1 BC, theo giả thiết ta có SHO = 60‘\ 


r:>SH = 


SO 

sinGO*^ 


= =ĩ. BH = 7 sB' = SH^' 

73 



-o BC = ■% 

Diện tích ASBC là SsBc = ị SH.BC = 1 ^. 

2 2 >/3 v3 3 


If. Cho hinh trụ có bán kính r và cỏ chiều cao củng bằng r. Một hình 
vuông ABCD có hai cạnh AB, CD ỉần lượt là các dây cưng cứa hai 
đường tròn đáy, còn cạnh BC, AD không phải ỉà đường sinh của hình 
trụ. Tinh diện tích của hình vuông đó và tính côsin của góc giữa mặt 
phảng chứa hình vuông và mật phẳng đáy. 

ổịlảl 

Gọi c, D' lần lượt là hình chiếu của 3C và D trên mặt phẳng đáy chứa 
dây cung AB thì ABC’D' là hình chữ nhật, do đó: AC' = 2r 
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Từ các tam giác vuông ABC' và CBC' ta có; 

AC^ - AB^ = 4? - AB^ (1) 
BC'^ = BC^ - CC'^ = AB^ - (2) 

So sánh (1) và (2) ta có 4r^ - AB^ =: AB^ - r' 



=> AB^ = - 

A / DÌ / 

2 

Uv:: .'Sc. 

=> AB = 

.. 'x 


Vậy diện tích hình vuông ABCD là Sabcd = 


rsỉĩõ 
V 2 J 


B 


5r' 


Ta có: BC’^ = - 


0-2 

^ BC' = r 
2 


1 

2 


c _ AO DO' _ ^ 

Sabcd = AB.BC = 

Gọi a là góc giữa mặt phẳng chứa hình vuông ABCD và mặt phẳng đáy, 

_ ____ s.„c, . BC' BC' rVẽ , rVĨÕ Ịs 

ta có: cosa = = —ìr = —T— : = J-r 


s 


AIK-D 


BC AB 2 


5 


c. BÀI TẬP LÀM THÊM 

2. Một hĩnh nón tròn xoay có thiết diện qua trục là một tarn giác vuông ctin 
có cạnh bên bằng a. 

a) Tính diện tích toàn phần và thể tích hình nón. 

b) Một mặt phẳng qua đỉnh tạo vởi đáy một góc 6Ơ\ 

Tim diện tích thiết diện được tạo nên. 

Đáp số: a)Stp = ị Tia" ( V2 + 1), V = -Ị-7ta"V2 ; b) s = -Ậ- 

^2 12 3 


2. Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD có chiều cao so = h, góc SAB = a 
fa > 45^). Tính diện tich xưng quanh của hình nôn đỉnh s và có đường 
tròn đáy ngoại tiếp hỉnh vuông ABCD của hình chóp. 


Đáp số: Sx„ = 


cosa 

T-"^os"cr 


5 . Cho hình trụ có bán kinh đáy r = 50 cm và chiều cao h = 50 cm. 

a) Tính diện tích xung quanh của hình trụ và thể tkh khối trụ đỉứỵc tạo nên. 

b) Một đoạn thẳng có chiều dài 100 cm và có hai đẩu mặt nằni trẽn hai 
đường tròn đáy. Tinh khoảng cách từ đoạn thảng đó đến trục hỉnh trụ. 

Đáp số; a) Sxq = TĨ.5000 (cm'*) V - 125000n (cm‘^) 
b) 25 (cm). 
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§2.MẠ i CAU 


A. KỈẾN mức CẢN BẢN 

I. MẬT CẨU 

1. Mặt cẩu 

ĩảp hợp nhửng điểm M trong không gian cách điểm o cố định mỏt 
khoảng không đổi bằng r (r > 0) được gọi là mặl cầu tâm o. bán kính r. 

2. Điểm nằm trong và nằm ngoài mặt cầu. Khối cầu 

Cho măt cầu tâm o bán kính r và A ỉà một điểm bất kì trong không gian. 

‘ Nếu OA = r thì ta nói điểm A nằm trẽn măt cầu S(0; r). 

* Nếu OA < r thì ta nói điểm A nằm trong mặt cầu S(0; r). 

‘ Nếu OA > r thì ta nói điểm A nằm ngoài mặt cấu S(0; r). 

Tập hỢp các điểm thuộc mặt cáu S(0; r) cùng với các điểm nằm bên 
trong mặt cầu đó dược gọi là khối cầu hoậc hình cắu tâm O, bán kính r. 

il. GIAO CỦA MẶT CẨU VÀ MẶT PHANG 

Cho màt cáu S{0; r) vả mặt phẳng (P). H là hinh chiếu vuông góc của O 
lẻn màt phẳng (P). Khi đó OH = h !à khoảng cách tử tâm O của mặt cầu 
tới mặt phẳng (P). ta cỏ các trường hợp: 

1. h > r : Mặt phẳng (P) không cắt mật cầu 

2. h r : Mặt phăng (P) tiếp xúc rnật cẩu tại điểm H. Ta có OH 1 (P) 

3. h < r : Mặt phẳng (P) cắt mặt cầu theo đường tròn có bán kính r* = vr^ -Tf 
Đăc biệt khi h = 0 mật phẳng (P) cắt mặt cầu theo môt đường tròn lớn 
có bán kính r' = r. 

ni. GIAO CỦA MẶT CẨU VỚI ĐƯỜNG THẨnG, TIỂP TUYỂN CỦA MẶT CẨU 

Cho mặt cầu S(0; r) vả đường thẳng A. 

1. Trường hợp A đi qua tâm O của mặt cáu thì A cắt mạt cầu tạí hai 
điểm A, B với AB = 2r. 

2, Trường hợp A không đi qua tâm O của mặt cáu. ta gọi d là khoảng 
cách tử tám O đến đường thẳng A, khi dó: 

a) Nếu d < r: Đường thẳng A cắt mặt cầu tại hai điểm M, N; 

b) Nếu d = r: Đường thẳng A tiếp xúc mặt cáu tại một điểm H; (H gọi 
là tiếp điểm và đường thẳng Ạ được gọi là tiẽp tuyến của mặt cầu); 

c) Nểu d > r: Đường thằng A khổng cắt mặt cầu. 

IV. DIỆN TÍCH MẶT CẨU VÀ THE TÍCH KHỐl CẨU 

* Mặt cáu bán kính r có diện tích là s = 4;ĩr^. 

^ ..4 o 

* Khôi câu bán kính r có thê tích là V = Ttr . 

3 
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B. PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 

/. Tìm tập hợp tất cả các điểm M trong không gian luôn luôn nhìn doạn 
thẳng AB cố định dưới một góc vuông. 

ÚịlÀí 

Gọi o là trung điểm của đoạn thẳng AB. 

__ ^ ẠR 

Vì AMB = 90^ riên ta suy ra OM = 

2 

không đổi. Vậy tập hợp cần tìm là mặt 

AB 

cầu tâm o bán kính r = —- hay mặt cầu 

2 

nhận AB làm dường kính. 

2. Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD có tất cá các cạnh đều bàng a. Húy 
xác định tãm uà bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp đó. 



ỔịlẦl 

S.ABCD là hình chóp tứ giác đều nên đáy là hình vuông cạnh a và so là 
đường cao hình chóp (O là tâm hình vuông ABCD) 



Vậy mặt cầu đi qua 5 điểm s, A, B, c, D A a B 
có tâm o là tâm của hình vuông ABCD 


và có bán kính r = —^. 

2 

3. Tìm tộp hợp tảm các mặt cầu luôn luôn chứa một đường tròn cố định cho irườc. 
Phẩn thuận: 


Gọi là đường tròn cố định cho trước. Trên (ì?) ta lấy ba điểm A» B, c. 
Mặt cầu tâm o bán kính r qua ) khi và chi khi OA = OB = oc hay tâm 
o của mặt cầu nằm trên trục đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. Trục 
này là đường thẳng A vuông góc với mặt phảng chứa đường tròn it) tụi 
tâm I của dường tròn đó. 
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Phón dảo 

Ngi:Ợc !ạị, nếu ta lấy một điểm O’ bất 
kỉ t'*ên trục A thì với mọi điểm M bất 
kì t‘ên đường tròn (tf) tâm I bán kính 
r' cho trước, ta đều có độ dài của đoạn 
tliẳug 0’M = VỡrTĨM" = 
không đổi. 

Nhi vậy đường tròn (‘ỹ) luôn luôn thuộc 
niặí cáu có tám 0’ nằm trên trục A. 

Kết luận 

Tậj hợp tâm các mặt cầu luôn luôn chứa một đường tròn cố định cho 
trưCc là một dường thẳng A vuồng góc với mặt phẳng chứa đường tròn nói 
trêr tại tám của đường tròn đó. 

4, Tìrr- tập hợp tâm mặt cẩu luôn cùng tiếp xúc với ba cạnh của một tam 
giá( cho trước. 

ổịlÃl 

Giả sử mặt cầu S(0; r) tiếp xúc với ba cạnh BC, CA, AB của tajn giác ABC 
lần lượt tại A’, B', c. Gọi I là hình chiếu của tâm o trên mặt phảng (ABC). 

Vi 3C 1 OA' nên BC 1 (OIA*) suy ra BC 1 lA'. 

Tưmg tự IB' ± CA, lư 1 AB. o 

Vi OA' = OB’ = oư = r nên lA' = IB' = 
khẠig đổi (vì r' = >/r“ - or ) 

Ta suy ra I là tẳlĩi dường tròn ĩiội 
tiêỊ tam giác ABC. Vậy tầnĩ 0 của 
mặt cảu tiếp xúc với ba cạnh của 
một tam giác luôn luôn thuộc trục A 
của đường tròn nội tiếp tam giác 
ABC. Đường thẳng A này vuông góc 
vứi nặt phảng (ABC) tại tâm I của 
đườig tròn nội tiếp nói trên. ^ 

Ngiực lại, lấy điểm o thuộc trục A của đường tròn nội tiếp tam giác ABC 
thi a có lA’ = IB' = IC. Từ đó ta suy ra OA’ = OB’ = OC = r không đổi. 
Vậy mặt cầu S{0; r) tiếp xúc với ba cạnh của tam giác. 

Vậy Tập hợp tâm những mật cầu cùng tiếp xúc với ba cạnh của một tam 
giác cho trước là trục của đường tròn nội tiếp tam giác dã cho. 

5. Tũ nột điểm M nằm ngoài mặt cầu S(0; r) ta kẻ hai đường thẳng cất mặt 
cầu^ần lượt tại A, B và c, D. 

a/ Chửng minh rằng MA.MB ~ MC.MD 
b} Cọ í OM = d. Tinh MA.MB theo r và d. 




asrHlNHHỌC tĩ 33 







a) Hai đường thẳng AB và CD cắt 
nhau tại M nên xác định mật 
phẳng (AB, CĐ). Mặt phẳng (AB, 

CD) cát mặt cầu SCO; r) theo giao 
tuyến là đường tròn đi qua bốn 
điểm A, B, c, D. 

Trong mặt phảng (AB, CD) ta có 
MÃ MB = MC MD => MA.MB = MC.MD 

b) Mặt phẳng (OAB) cắt mặt cầu theo đường 
tròn lớn tâm 0 bán kính r. Trong mặt phảng 
(AOB) này nếu gọi MO = d, ta có MA.MB = 
trong đó r là bán kính mặt cầu. 

6. Cho mặt cầu S(0; r) tiếp xúc với mặt phảng (P) tại ỉ. Gọi M là một điểm 
nằm trên mặt cảu nhưng không đối xứng vởi ĩ qua o. Từ M ta kẻ hai tiếp 
tuyến của mặt cầu cắt (P) tại A và B. 

Chứng minh AMB - AIB. 

Mặt phẳng (MAI) cắt mặt cầu cho 
trước theo một đường nhận AM và AI 
làm hai tiếp tuyến. Ta có: AM = AI. 

Tương tự ta có: BM = BI. 

Ta suy ra AAMB = AAIB (c.c.c). 

Do đổ tã có AMB = AIB. 

7. Cho hình hộp chữ nhật ABCDABVV' cổ AÁ' = o, AB = ồ uà AD = c. 

a) Hăy xác định tâm vồ itính của mặt cầu đi qua 8 đĩnh của hỉnh hộp đó 

b) Tính ỉ>án kính của đường tròn là giao tuyẽn của mặt phẳng (ABCD) 
với mặt cầu trên, 

ổịUi 

a) Gọi o là trung điểm của AC’ thì o là điểm cách đều 8 điểm hình hộp. 

B c 



Ta có AC' = VÃỠTcC^ = sỊpãÝ + DC' + cc" 


= Va* + b^ +c® 

Bái: kính mặt cầu qua 8 dỉnh là: 

OA = ị AC' = Va“ +b' +c' 
2 2 

b) Giao tuyến của (ABCD) với mật 
cầu trên là đường tròn ngoại tiếp 


I 



. 0 

.. 

••• 

ỵ' 

B' 





A' 


D' 
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hinh chừ nhật ABCD. Vậy đường tròn giao tuyến cúa (ABCD) với mặt 
c;iu trên có tám ià trung điểm I của BD và có bán kính là: 

r' = 1 . 

2 

8. CìiíỉHg minh rằng néu có một mật cầu tiỂp xúc với 6 cạnh của một hình 
tứ diện thì tổng dô dái của các cặp cạnh đôi diện của tứ diện bàng nhau, 

Gi4 sứ tứ diộn ABCD có các cạnh AB, 

AC. AD, CB, CD, BD lần lượt tiếp xúc 
VỚI niặt cầu tại M. N, p, Q, R, s. 

Kld (ló ta có: AM = AN = AP = a 
và BM =: BQ = BS = b. 

CQ = CN = CR = c ^ 

và DP = DR = DS = d. 

Như vậy; AB + CD :=a + b + c + d; 

AC -ỉ- BD = a + c + b + d; 

AD + BC = a + d 4- b + d; 

Do đó các cặp cạnh đối diện của tứ điện thỏa mản điều kiện của bài toán 
có tổng bằng nhau, nghĩa là: 

AB + CD = AC + BD =: AD 4 - BC. 

9. Cho một điểm Ả cổ định và một dường thảng a cố định không qua A. Gọỉ 
0 là một điểm thay đổi trên a, Chứng minh ràng các mặt cẩu tâm o bán 
kính r = OA ỉuôn luôn đi qua một dường tròn cố định. 

ỔỊiẦl 

Gọi ia) là mặt phẳng qua A và 
vuông góc với đường thẳng a tại I. 

Khi dó mặt cầu tâm o bán kính 
OA cát mặt phảng (a) theo một 
đường tròn tâm ĩ bán kính ÍA 
không dổi. 

Vậy các mặt cầu tâm o bán kính 
r = OA luôn luôn đi qua đường tròn 
cô địuh tâm I bán kính r' = ĨA 
không đổi. 

10. Cho hình chóp S.ABC có bốn đinh đều nằm trên một mặt cầu, 
Sa = a, SB - 6, sc - c và ba cạnh SA, SB, sc đôi một vuông góc, Tính 
diện tích rnặt cầu và thể tích của khối cầu được tạo nên bởi mặt cầu đó. 
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CịlÀl 

Gọi I là trung điểm AB. Vì ASAB vuông tại s nên I là tâm đườag tròn 
ngoại tiếp ASAB. Gọi A là đường thảng vuông góc với mp(SAB) lại I thì 
mọi điểm trên A cách đều s, A, B. Gọi o là giao điểm của A >ới mặt 
phẳng trung trực đoạn sc thì os = OA = OB = oc. Vậy mặt cầi đli qua 
bốn điểm s, A, B, c cố tâm o và bán kính r = OA. 

Ta cố: = OA^ = OI^ + Aĩ" 



= ị{a^ + + c^) 

4 

Diện tích mặt cầu ỉà 

s = 47tr^ = n(a^ -t- b^ ê) 

Thể tích khôi cầu là 



c. BÀI TẬP LÀM THÊM 

1. Cho mật cẩu S(0; r) và điểm A biết OA = 2r, Qua A kẻ một tiếp tiyến với 
mặt cầu tại B và kẻ một cát tuyến cdt mặt cầu tại c và D. cho CD ~ ryỈ3 . 

a) Tỉnh độ dài AB. 

b) Tinh khoảng cách từ o đển đường thằng CD. 

Đáp số: a) AB = rVã ; b) OH = “ . 

2 

2. Cho hình chóp tam giác S.ABC có SA = SB = sc = a ưà có chiều CIO bàng 
h. Xác định tâm và bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp. Tíih diện 
tích mặt cầu đó: 

Đáp số: a) r = ^ ; b) s = n ^. 

2 h h 

2. Cho hình cầu tâm o bán kính r. Lấy điểm A trên mặt cẩu oà gậ ((a) là 
mặt phẩng đi qua A 800 cho gốc giữa OA và (cO bằng 30^. 

a) Tính diện tích của thiết diện tạo bởi (oO và mặt cẩu. 

b) Đường thdng ầ đi qua A và vuông góc với mặt phảng (a) cđt nặịt cẩu 
tại B. Tính độ dài đoạn AB. 

Q —-2 

Đáp số: a) s = — ; b) AB = r. 
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ÔN TẬP CHƯƠNG 11 


1, Cho ba điểm A, B, c cùng thuộc một mặt cầu và cho biết ACB = 90^. Trong 
các khảng định sau, khẳng định nào dứng'? 

a) Dường tròn qua ba điểm A, B, c nằm trên mặt cầu; 
bỳ AB là một đường kính của mật cầu đã cho; 

c) AB không phảỉ là đường kính của mặt cẩu; 

d) AB là đường kính của đường tròn giao tuyến tạo bởi mặt cầu và mặt 
phảng ^ABC). 

Trá lời: Khẳng định a) và d) đúng. 

2. Cho tứ diện ABCD có cạnh AD vuông góc với mặt phảng (ABC) và cạnh 
BO vuông góc với cạnh BC. Biết AB = AD = a, tính diện tích xung quanh 
cũa hình nón và thể tích khối nón được tạo thành khi quay dường gấp 
khúc BDA quanh cạnh AB, 

ổịlải 

Ta có AD 1 (ABC) nên AD 1 AB ABD là góc nhọn. 

Khi quay quanh cạnh AB đường gấp 
khúc BDA tạo nên một hình nón 
tròn xoay có đường sinh là BD, chiều 
cao AH = a và bán kính đáy AD = a. 

Ta có BD = x/ÃB^+ÃD^ x/a* + a“ = a>/2 
Diện tích xung quanh của hình nón là 

Sxq = nrl = tĩAD.BD = na.a-s/ỗ = Tíẽ? yÍ2 
Thê tích khối nón là; 

V = -rTtr h = ^TT.a .a = . 

3 3 3 

s. Chúng minh ràng hình chổp cố tất cả các cạnh bên bàng nhau nội tiếp 
được trong một mặt cầu. 

ổịiảl 

Gọi s là đỉnh của hình chóp. 

Giả sử SA =: SB = sc = ... Gọi H là chán đường cao hạ từ đỉnh s xuống 
đóy, ta có SH 1 (ABC). 

Vì SA = SB = sc = ... nên các hình chiếu HA = HB = HC = ... 

Vậy hình chóp có đáy là đa giác nội tiếp trong một đường tròn tâm H 
bán kính HA. Gọi o là giao điểm mặt phảng trung trực đoạn SA với SH 
tliì o cách dều các đỉnh của hình chóp do đó hình chóp nội tiếp được 
trong một mặt cầu. 
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4. Hình chóp S.ABC cố một mặt cầu tiếp xúc với các cạnh bên SA, Sỉh sc 
và tiếp xúc với ba cạnh AB, BC, CA tại trung điểm mồi cạnh. Chững 
minh rằng hình chóp đó là hình chóp tam giác đều. 


ế^lÀl 

Gọi M, N, p là trung điểm của các cạnh 
AB, BC, CA và A', B'. C’ là tiếp điểm 
của các cạnh bên SA, SB, sc. 

Ta có AM = AA' và BM = BB’ mà 
AM = BM nên AA* = BB’. 

Mặt khác SA' = SB’ == SG nên SA = SB. 

Tương tự SB = SC nên chán đường cao 
kẻ từ s trùng với tâm dường tròn ngoại 
tiếp AABC. AABC đều vì 
AB = 2BM = 2BN = BC = 2CN = 2CP = CA. ^ 

Vậy S.ABC là hình chóp tam giác đều. 

5, Cho tử diện đểu ABCD cạnh a. Gọi H là hình chiếu vuông góc cửa dinh A 
xuống mặt (BCD). 

a) Chứng minh H là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác BCD. Tính độ 
dàỉ đoạn AH. 

b) Tinh diện tích xung quanh và thể tích của khối trụ có đường tròn đáy 
ngoại tiếp tam giác BCD và chiều cao Afí. 



CịìẨl 

a) Ta có AH 1 (BCD) và ABCD là 
tứ dỉện đều nên H ỉà tâm dường 
tròn ngoại tiếp của tam giác đều 
BCD HB = HC = HD) 

Ta có BH = I BN = I ^ 

3 3 2 3 

Do đó AH = VaB* - BH’* = Ja* - ị = ^ 

V 3 3 


A 



b) Diện tích xung quanh hình trụ là Sxq = 2nr/ 

Tacó:r= ^,; = AH= ^ 

3 3 

o ^>/3 a^/6 2ĩta^>/2 - ,, _ 2 i, 

Vậy Sxq = ^^ 3 ‘3 '3— 


na^y/é 

9~ 


ổ. Cho hình vuông ABCD cạnh a. Từ tâm o cứa hình vuông dựng đường 
thdng A vuông góc với mặt phảng (ABCD). Trên A lây điểm s sao cho 
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Xác định tâm uà bán kính niật cầu ngoại tiếp hình chóp 


s ABCD. Tính diện tích của ĩĩĩặt cầu t’à thế tích của khôi cầu được tạo 
nỏn bới mặt cảu đó. 


ỔịlÁl 

Gọi M là trung điểm của cạnh SA. 
Trong niặt phẳng (SAO) dường trung 
trực của đoạn SA cát đường thẳng so 
lui í. Hai tam giác vuông SAO và SIM 
đồng dạng nên ta có; 

SA SI _ SA.SM 

:r:r = — . ^ DÌ = ~ — 

SO SM SO 

aj3 a^/3 

2 4 3a 

hay SI = = — 

a 4 

2 

Mặt câu ngoại tiếp hình chóp S.ABCD có 
Diện tích mặt cầu và thé tích khối cầu 


s 



Im là I và cổ bán kính r = SI = — 

4 


s = 4nr^ = 


9na^ 

4 


và V = 



9nâ^ 

"Tẽ 


7, Cho hình trụ có bán kính r, trục 00’ - 2r và mặt cầu có đường kính 00\ 
aj Hãy so sánh diện tích mặt cầu và diện tích xung quanh cua hình trụ. 
bị Hãy so sành thể tích khối trụ nà thể 
tích khối cẩu được tạo nẽn bởi hình 
trụ nà mặt cảu đã cho. 

ổịlải 

a) Ta có diện tích mặt cầu và diện tích 
xung quanh của hình trụ bằng nhau và 
đều bằng 47cr^. 

b) Oọi Vc là thể tích khối cầu, ta có Vc = “Ttr^ 

3 

Gọi Vt là thể tích khối trụ ta có Vt = 7ĩr^.2r = 27ir^ 

Po đó = — . Vậy thể tích khối cầu bằng ^ thê tích khối trụ. 

2 3 
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TRẢ LỜI CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM CHƯƠNG II 


1. Cho hình lập phương ABCD.A’B'CD' có cạnh bằng a. Gọi s là diện tích 
xung quanh của hình trụ có hai đường tròn đáy ngoại tiếp hai hình vuông 
ABCD và A'B C'D’. Diện tích s là 

{A)jta^ - ịC) ; (D) 




Trd lời: Bán kính đường tròn ngoại tiếp hình vuông ABCD là r = 


2 
a^ 
2 


Diện tích xung quanh của hình trụ là: 


Siq = 27ir./ = 27 í. 


2 


.a = na^ n/ 2 . Chọn (B). 


D 


2. Gọi s là diện tích xung quanh cua hình nón tròn xoay được sinh ra bdi 
đoạn thẳng AC' của hình lập phương ABCD.A'B'C'D’ có cạnh b khị quuy 
quanh trục AA'. Diện tích s là 
(A)Ttb^ (B)nb^j2- 

(C)7ib*>/3; ịũ)nh^j6. 

Trả ỉời: 

Ta có AC’ = n/AA'*+A'B'" + B'C" = ^/3b' = bS 
A'C' = b^íĩ 

Diện tích xung quanh của hình nón là: 
s,, = nr.l = 7t.A’C'.AC' = nb ^/2 .b Vã 
= nb='Vẽ . Chọn (D). 

3- Hình chóp S.ABC có đáy là tam giác ABC vuông tại A, có SA vuông gốc 
với (ABC) và có SA = a, AB = b và AC = c. Mặt cầu đi qua các đỉnh A, B, 
c, s có bán kính r bằng 
2 (a + b + c). 



Ũ’ 


(A) 


(B) 2>/a* + b* +c* 


0 ịVa*+b“ +c* 
2 


(D) + b* + c^ 

Trả lời: Gọi M là trung điểm BC 

Gọi I là điểm sao cho MI = ỉ AS thì 

I là tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp 
S.ABC. Bán kính mặt cầu này là 



r = ĨA = VaM^TiM^ = ị 


Bơ SA 
— + 


- 1,/a^ + b* Vc^ . Chọn (C). 

4 2 
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(D) Mặt phẳng. 


(D) vô số. 


4 ('ho hai diêm cô địiiỉì A, B và một điểm M di động trong không gian 
uhtrtig luôn luôn thỏa mân điều kiện MAB = a với 0*^ < a < Khi đó 
điểin M thuộc mặt nào trong các mặt sau: 

(A) Mặt nón; (B) Mặt trụ; (C) Mặt cầu; 

Trà lời: M thuộc mặt nón. Chọn (A). 

5 Số mật cầu chứa một đường tròn cho trước ỉầ: 

(A)0; (B) 1; (0 2; 

Trà lời: Có vô số mặt cầu chứa một đường tròn cho trước. Chọn (D). 

6 I rong các đa diện sau đây» đa diện nào không luỏn ỉuòn nội tiếp được trong 
mặt cầu: 

(A) hình chóp tam giác (tứ diện); (B) hình chóp ngũ giác đều; 

((;;) hình chóp tứ giác; (D) hình hộp chữ nhật. 

Trả lời: Hình chóp tứ giác không iuôn luôn nội tiếp được trong mặt cầu. 
Chọn (C). 

7 Cho tứ diện ABCD có cạnh AD vuông góc 
với mặt phẳng (ABC) và cạnh BD vuông 
góc với cạnh BC. Khi quay các cạnh tứ 
diện đó quanh trục là cạnh AB, có bao 
nhiêu hình nón được tạo thành? 

(A) 1; (B) 2; 

(C) 3; (D) 4. 

Trả lời: Ta có AB 1 BC và AB 1 AD nên khi quay các cạnh B 
tứ diện xung quanh trục là AB ta có 2 hình nón được tao thành. Chọn (B). 

8 . Cho hình lập phương ABCD.A BCD' có cạnh a. Một hình nón có đỉnh là 
tâm của hình vuông ABCD và có đường tròn đáy ngoại tiếp hinh vuông 
A'B‘C’D'. Diện tích xung quanh của hình nón đó là: 



(A) 


Tia 


'■s 


(B) 


Tia 


'■42 


(C) 


Tra 


'■s 


(D) 


Tra 


'^/6 


3 ' ' 2 2 2 

Trả lời: Đường tròn ngoại tiếp hình vuông A’B’C'D' có bán kính ià 

a-v/2 


a>/2 
^ 2 
đường sinh. 


Diện tích xung quanh hình nón có bán kính đáy r = 


và 


/ = OA' = ^/AA'’+OA" = 


là 

Chọn (C). 


G_. asỉõ. 

ồxq = ?ĩr/ = TI. a 
2 


V2 



= a 
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9. Cho tam giác đều ABC cạnh a quay quanh đường cao AH tạo nin một 
hình nón. Diện tích xung quanh hình nón đó là; 

(A) Tia^; (B) 27ia^; (0^713®; 

2 4 


Trả lời: Ta có bán kính hình nón r = “, đường sinh l = a. diện tíci 3Xung 

2 

quanh hình nón là Sxq = nrl = 71. “ .a = . Chọn (C). 

í Á 

10. Trong các mệnh đề sau đây, mệnh đề nào SAI? 

(A) Mặt trụ và mặt nón có chứa các đường thẳng. 

(B) Mọi hình chóp luôn nội tiếp trong mặt cầu. 

(C) Có vô số mặt phẳug cắt mặt cầu theo những đường tròn bằng niaiu. 

(D) Luôn có hai đường tròn có bán kính khác nhau cùng nằm trẽn một 
mặt nón. 

Trả lời: Các mệnh đề (A), (C), ÍD) đúng. Chọn (C). 

11 . Cho hình trụ có bán kính đáy là r; Gọi 0, 0' là tâm hai đáy với 0'0 :5= 2r. 
Một mặt cầu (S) tiếp xủc với hai đáy của hình trụ tại o và O'. Troig các 
mệnh đề sau, mệnh đề nào SAI ? 

(A) Diện tích mặt cầu bằng diện tích xung quanh của hình trụ. 


(B) Diện tích mặt cầu bằng ^ diện tích toàn phần của hình trụ. 

3 

(C) Thể tích khôi cầu bằng “ thể tích của khối trụ. 

4 


(D) Thể tích khối cầu bằng ^ thể tích của khôi trụ. 

3 


Trả lời: Diện tích xung quanh hình trụ: Sxq = 27 tr./ = 4j:r^ 

Diện tích toàn phần hình trụ: Stp = 4nr^ 2Ttr^ = Gnr^. 
Diện tích mặt cầu s = 47ir^ 

Thể tích khối trụ Vt = Trr^.h = 27ir^ 

Thể tích khối cầu Vc = 4^^^- 

3 

Ta có ^ I. Chọn (C). 

V, 3 


12. Một hình hộp chữ nhật nội tiếp mặt cầu và có ba kích thước là í, Ib, c. 
Khi dố bán kính r của mặt cầu bằng: 

(A) r = 4 Va’* +c^ ; (B) r = Va^ + b^4 

2 
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(Cj r - f c^); 


(D) r = 


\là^ + 

^" 3 

Trả ỉời: Bán kính r của mặt cầu b«ìng nửa đường chéo hình hộp chữ nhật: 

r = Ị d = — 4 t . Chọn (A). 

2 2 

]3. Một hình trụ có hai đáy ià hai hình tròn nội tiếp hai mặt của một hình 
lập phương cạnh a. Thể tích cúa khối trụ dó là 

(A) ^Tta^ (B) ịna^ (oịrta''; (D) 7ta4 

2 4 3 

Trả lời: Bán kính đáy của hình trụ là r = ^ 

2 

1'hé tích của khối trụ là: V = ĩi.r“.h = 71 — .a = 71 . — . Chọn (B). 

4 4 

lỉ. Một hình tứ diện đều cạnh a có một đỉnh trùng với đỉnh của một hình 
nón, còn ba đinh còn lại của tứ diộn nằm trên dường tròn dáy của hình 
nón. Khi đó diện tích xung quanh của hình nón là: 

iAìịna^S-, (B)ỉnaV2; (otTta^Vã; {D)na'v'3. 

2 3 3 

Trả lời: Bán kính đáy của hình nón là: r = ị. 

3 2 3 

Diệu tích xung quanh hình nón ỉà; 

Sxq = 7ĩ-r./ =r 7t. .a = Vs . Chọn (C). 

3 3 

lấ. Trong các mệnh đề sau mệnh dề nào sai ? 

(A) Bất kì một hình tứ diện nào cQng có một mặt cầu ngoại tiếp. 

(B) Bât kì một hình chóp đều nào cũng có một mặt cầu ngoại tiếp. 

(C) Bất ki một hình hộp nào củng có một mặt cầu ngoại tiếp. 

(D) Bất kì một hình hộp chữ nhật nào cũng có một màt cẩu ngoại tiếp. 
Trả lời: Mệnh đề (A). (B), (D) đúng. Chọn (C). 

H. Người ta bỏ ba quả bóng bàn cùng kích thước vào trong một chiếc hộp 
Ihìuh trụ có dáy bằng hình tròn lớn của quả bóng bàn và chiều cao bằng 
ba iần đường kính quả bóng bàn. Gọi Si là tổng diện tích của ba quả 

g 

bóug bàn, S 2 ỉà diện tích xung quanh của hình trụ. Tỉ sô bằng 

Sa 

(.A 1; {B)2; (0 1,5; (D) 1,2. 
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Trả lời: 

Giả sử quẩ bóng bàn có bán kính là r thì chiều cao hình trụ là h = 6r. 

Ta có Si = SAut^ = 12nr^ 

S 2 = 2nr/ = 2n.r.6r = 12 Ttr^ 

=> = 1 . Chọn (A). 

S 2 

17. Người ta xếp 7 viên bi cố cùng bán kính r vào một cái lọ hình trụ sao 

cho tất cả các viên bi đều tiếp xúc vđi đáy, viên bi nằm chính giừa tiếp 
xúc với 6 viên bi xung quanh và mỗi viên bi xung quanh đều tiếp xúc với 
các đưdng sinh của lọ hình trụ. Khi đó diện tích của đáy lọ hình trụ ià 

(A) 16nr^ (B) 18nr^; (C) 97ir=^; (D) 367tr^ 

Trả lời: Bán kính đáy của hình trụ là: 

ị (2r + 2r + 2r) = 3r 
2 

Diện tích đáy hình trụ là: 

s = n{3rf := 9nr^. 

Chọn (C). 

18. Cho ba điểm A, c, B nằm trên một mặt cầu, biết rằng góc ACB = 90'^, 
Trong các khẳng định sau, khẳng định nào là đứng ? 

(A) AB là một dường kính của mặt cầu. 

(B) Luỏn có một đường tròn nằm trên mặt cầu ngoại tiếp tam giác ABC. 

(C) Tam giác ABC vuông cân tại c. 

(D) Mặt phảng (ABC) cắt mặt cầu theo giao tuyến là một đường trồn lớn. 
Trả lời: (A), (C) và (D) sai. Chọn (B). 
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III. PHƯỚNG PHÁP TỌA ĐỘ 
_ TRONG KHÔNG GIAN 

§1. HỆ TỌA ĐỘ TRONG KHÔNG GIAN 

A. KIẾN THỨC CÃN BẢN 

I. TỌA Độ CỦA ĐIỂM VÀ CỦA VECTƠ 

1. Hệ tọa dộ trong không gian 

Hệ trục tọa độ Đề-các trong không gian gổm ba trục x’Ox, y'Oy, z'Oz 
vuông góc với nhau từng đôi một. Gọi i,j,k lần lượt là các vectơ đơn 

vị trên các trục x’Ox, y’Oy, z’Oz. Điểm o được gọi là góc tọa độ. Các 
mặt phẳng (Oxy). (Oyz), (Ozx) đôi một vuông gốc với nhau được gọi 
là các mặt phẳng tọa độ 

Không gian gắn với hệ tọa độ Oxyz còn được gọi là không gian Oxyz. 

2. Tọa dộ của một díểm 

M(x:y;z) o ÒM = xí+y.j + zJ< 

3. Tọa độ của vectơ 

a = (a,;a 2 :a 3 ) hoặc aíaiiagiag) o a = a 2 .I+a 3 .k 

lí. BIỂU THỨC TỌA Độ CỦA CÁC PHÉP TOÀN VECTƠ 

Trong khồng gian Oxyz cho hai vectơ 

ả = (ati a?; 83 ) và b = (bti bg; ba). 

Ta có: 

a) a T b = {a^Ị + biia2 1^2* ^3 ^ ^3) 

b) a - b = (a^ - b^;a2-b2;a3-b3) 

c) ka = (ka^ikagikag) với k là một số thực 

Hệ quả 

a) Cho hai vectơ ã - {aù a?; as) và 6 = (bi; ba; ba). 

31= bi 

Ta có: a - b o ■ 82 = b 2 

83 = b 3 

b) Vectơ Ổ có tọa độ là (0; 0; 0) 
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c) Với b õ thì hai vectơ ã và B cùng phương khi vả chỉ khi có mộl sí 
k sao cho: ai = kbi, aa = kbg, 33 = kba. 

d) Trong không gian Oxyz, nếu A(XA;yA;ZA) .BíXBiyBi^e) íhì 

+ ÃB = ÕB-ÕÃ-(xB-XA;yB-yA:zB“2A) 

+ Tọa độ trung điểm M của đoạn thẳng AB lả: 

MÍ ^A^^B . yẠ^yB . ^A+^B Ì 

l 2 * 2 2 J 

III. TÍCH VÔ HƯỚNG 

Điểu thức tọa độ của tích vô hướng 

a) Trong không gian Oxyz, tích vô hướng của hai vectơ á = (ai ag; a ạ) VỄ 
b = (bi; bg; bs) được xác định bởi công thức a.b = a^bi + agbg -^a3b3 

b) Độ dài của một vectơ: 

Cho vectơ á = (a^; aa; aa). ta có ã = ^Í3Ĩấ = yỊa^ +32 +83 

c) Khoảng cách giữa hai điểm A(XA;yA:ZA) và B(XB:yB:zB) 

ãbỊ = +(yB -Va)^ +(Zb -Za f 

d) Gọi (p là góc giữa hai vectơ 

ả = (ai; 33; 83) và b = (bii b2: ba) với â và 6 khác õ. 

__ _ , _ _r*. a.b Bíbí +apb2 +33b3 

Ta có: C0S(p = cos(a,b) = = - f— ■: 1. -Ị _ .- : = 

a b >/a? +a2 + aị .yjb^ + bị + bg 

e) ả 1 6 o aib| + a^ba 4- asba = 0. 

IV. PHƯƠNG TRÌNH MẶT CẨU 

Trong không gian Oxyz, mặt cầu lâm ỉ(a; b; c) bán kính r có phươrg trình là 
(x - a)^ 4- (y - b)^ -I- {z ~ c)^ = r^. 

Hoặc + y^ + z^ " 2ax - 2by - 2cz 4- a^ + b^ c^ = r^. 

Ngược lại, phương trinh x^ + y^ + z^ + 2Ax + 2By + 2Cz 4-0=0. 

với điéu kiện A^ + B^ 4- - D > 0 là phương trinh của mỉặt cáu tâm 

l(-A: - B; - C) có bán kính r = +B^ +c^ -D . 

B. PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 

i. Cho ba vectơ a = (2; -5; 3), b = (0; 2; - 1), c = (1; 7; 2) 

a) Tính tọa độ cứa vectơ d = 4a ~ ỉb 4- 3c 

3 

b) Tính tọa độ của vectơ e = a - 4b - 2c 
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a, Ta có: 4 á (8; -20; 12); - ỉ b - í0; Ị; 


3 3 


3c = Í3; 21; 6) 

1 í 1 f>fíì 

1 )o đó d = 4 á “ - b + 3 c = 11; ị; 

3 l 3 3 j 


b) = á - 4b - 2c = (0; -27; 3) 

2, Cho ba díểm A - (1; -ĩ; ỉ), B - (0; ĩ; 2), c = (ỉ; 0; ĩ). Tìm tọa độ trọng 
tủrn của tam giác ABC. 

ổịiải 

Xn = + Xn + Xp) = — 

G 3 ^ ^ 3 

Tọa độ trọng tâm G(xí;; yo,\ Zg) của /XABC là: ■ ■*' yB ■*' ~ ^ 

3 

2 4 

VậyG = ^ 

3 3 

3. Cho hỉnh hộp ABCD.A'B’ƠD’ biết A = (ỉ; 0; ĩ), B = (2; ỉ; 2K D = (ĩ; -ỉ; ĩ), 
ơ~ (4; 5; 5). Tinh tọa độ các đỉnh còn lại của hình hộp. 

ổịlÀi 

Ta CÓ: ÀB=( 1 ; 1 ; 1 ) 

AD =:(0;-l;0) 


- 2 = 0 Xị. ~ 2 
BC = ÃD o - -1 = -1 o ■ y(^ = 0 


k-2 = 0 


Zc = 2 


Vậy c = (2; C; 2) 

Suy ra CC'=(2;5;-7) 
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Vậy A’ = (3; 5; - 6) 

Tương tự B’ = (4; 6; - 5), D’= (3; 4; -6) 

4. Tính: 

a) ả. Ì) với ã = (3; 0; -6), B = (2; -4; 0) 

b) c.d với c = (1; -5; 2), d = (4; 3; -5) 


Áp dụng ã. 6 = aibi + a2b2 + asbs với ã = (ai; 32; 83) và 6 = fbi; b2;b3) 

a) Ta có ã. E = 3.2 + 0.(-4) + (-6).0 = 6 

b) c .d = 1.4 + (-5).3 + 2(-5) = -21 

5. Tim tâm và bán kinh của các mặt cẩu có phương trình sau đáy: 

+ y* + 2 * - 8 x<- 2y ■¥ 1 = 0 
b) + 3y* + 3z^ - 6x + 8y + 15z -3=0 

a) Ta có: - 8x - 2y + 1 = 0 

o (x* - 8x + 16) + (y^ - 2y + 1) + = 16 + 1 - 1 

Cí. (x - 4)^ + (y - 1)^ + z^ = 16 
Vậy mặt cầu có tọa độ tâm 1(4; 1; 0) và bán kính R = 4. 

b) 3x^ + 3y* + 3z“ - 6x + 8y + 15z - 3 = 0 

ox* + y* + z*-2x+ ^y + S2-l=0 

3 


o{x- 1)^ + 


y + 


+ z + 


1 - 


16 ^ 
9 4 

361 1^ 

6 " 


1 r 0 


^ 1\2 . .. . 4 _ 0 _ ly 

o(x-ir+ y + “ + 2 + - = ^ = ^ 

ự 3 ) l 2 ) 36 6' 

Vậy mặt cầu có tọa độ tâm ĩ ^1; -1; - 5j và có bán kính R = 


(6 


ố. Lập phưmg trình mặt cẩu trong hai trường hợp sau đẩy: 

a) Có đường kính AB với A(4; -5; 7), B(2; 1; 3). 

b) Đi qua điềm A(5; -2; 1) và có tâm C(3; -3; ĨK 


a) Tâm I của mặt cầu dường kính AB là trung điểm I của doạn thẳig AB, 
^4 + 2 -3-í-l 7 + 3^ 


ta có I 


2 


= (3;-l;5) 


Bán kính mặt cầu R = lA = Vl^ + (-2)^ + 2^ = 3 

Vậy phương trình mặt cầu là: (x - 3)^ + (y + 1)^ + (z - 5»^ = 9. 
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b Hán kính mặt cầu ià R = AC = s[ỹ f Ỷ +0^ = v/õ 

Hhương trình mặt cầu là (x - 3)^ + (y + 3)*^ -t- (z - 1)'^ = 5. 

c BÀI TẬP LÀM THÊM 

ỉ. T'ong không gian cho ba điểm A(ỉ; 0; -2J, B(2, ỉ; -ĩ), C(ĩ; -2; 2). 
ữỉ Tìm dộ dàỉ các cạnh cda tam giác ABC. 
h/ Tìm íọa dộ trung điểm của các tam giác ABC. 
c) 'Tỉm tọa dộ trọng tâm G của tam giác ABC. 

Đáp số: a) AB = ; BC ^/Ĩ9 ; CA = 2 Vs 


b) 


c) G 



1 


^3 -1 

n 

12’ 

2’ 

2 

^2’ 2’ 

2; 




' 4 ^ 

1. 1' 

.3’ ~ 

" 3’ 3> 


2. Tr-ong không gian Oxyz, hãy tim trên mật phảng (Oxz) một điểm M cách 
đẽu ba điểm A(ĩ; ĩ; ỉ), B(-l; ĩ; ỠK Cí3; ỉ;-ĩ). 


Đíáp số: M 


6 6 


3. Cỉho A(2; 0; ỉ), B(-l; 2; 3), Tim cosin cứa các góc tạo bởi ba vectơ đơn vị 
I . j, k trên ba trục Ox, Oy, Oz và vectơ ẢB. 

3.22 
Dỉáp sô; —; —;=; —== 

VĨ7 >/Ĩ7 >/Ĩ7 

4. Tr-ong không gian Oxyz hãy lập phương trình mặt cầu trong các trường 
họip sau: 

a) Cỏ târn ỉ(5; -3; 7) và có bán kỉnh r = 2; 

b) Có tâm là điểìnC(4; ~4; 2) uà đỉ qua gốc tọa độ; 

c) Đi qua điểm M(2; -ĩ; -3) uà có tâm C(3; -2; ỉ), 

5. Tr-ong không gian Oxyz hãy xác dinh tâm uá bán kính các mặt cầu có 
oh.ương trình sau đây: 

ĩ) x^ - 6x 2y ~ Ỉ6z - 26 ^ 0 

bj 2/ + 2/ + 2z^ + 8x~4y - 12z - lồO = ỡ. 
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§2. PHƯƠNG TRÌNH MẶT PHANG 

A. KIẾN THỨC CĂN BẢN 

I, VECTƠ PHÁP TUYẾN CỦA MẶT PHẲnG 
1. Đjnh nghĩa 

Cho mặt phẳng (a). Nếu vectơ n khác õ và có giá vuông g6c với 
mặt phẳng (a) thì h được gọi là vectơ pháp tuyến của (a). 

II. PHƯƠNG TRÌNH TổNG QUÁT CỦA MẶT PHANG 

1. Nếu mặt phẳng (a) song song hoặc chứa giá của hai vecỉc k;hác 
phướng là 

ă = (ati 32 ; 83 ) và b = (bi; ba: ba) thì (a) có một vectơ pháp tu 7 ển lả 
h = (aaba — aaba; aabi — âiba; aiba “ aabi). 

Vectơ n được gọi là tích có hướng (hay tích vectơ) của hai vectíơ ã 
và b, kí hiệu là ã A B, hoặc [ả, 6]. 

2. Phương trình mặt phẳng (a) đi qua điểm Mo(Xo: yo; Zo) vả nhânvoctơ 
n = (A:B;C) khác õ làm vectơ pháp tuyến là: 

A{x-Xo)-fB(y-yo) + C(z-Zo) = 0 

3. Nếu mặt phảng (a) có phương trình tổng quát là 

Ax + By + Cz + D = 0 thì nó có một vectơ pháp tuyến là n = (A:B;0. 

4. Nếu mặt phẳng (a) cắt cảc trực Ox, Oy, Oz lẩn lượt tại các có 
tọa độ là A(a; 0; 0), B(0; b; 0), C(0: 0; c) vớỉ abc ^ 0 thì (a) có piưíơng 
trình theo đoạn chắn lá: 

—+^= 1. 
a b c 

lil. ĐIỀU KIỆN ĐỂ HAI MẶT PHẲnG song song, vuông góc 

Cho (ai): AiX + B,y + CiZ + Di = 0; = (A,; Bi; Ci) 


(aa): A2X + B2y C2Z + D2 = 0; 02 = (A2; B2; C2) 


(ai) 

// (<X2) 


Í"1 

= khp 1 

[(Ai; 

B,; c,) 

= k(A2; 

Ba: 

C2) 

0 ^ 

0 




[Di 

^kD 2 1 

[D, 

kD2 




(ai) 

= («?) 

j 

[ni 

-khg 1 

[(A,: 

B,: c,) 

= k(A2: 


^2) 


' c=> ^ 



1 


CSẩ 

□ 

ii 

[D,= 

k02 




(ctl) 

i (tta) 

0 h 

,.n; 

< 

c 

0 

II 

e\í 

A2 + 

6)62 + 

C|C2 = 

0 
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IV KHOẢNG CÁCH TỪ MỘT ĐIỂM ĐẾN một mặt PHẲnG 

Định lí: Trong không gian Oxyz, cho mát phẳng (P) có phương trình 
Ax + Đy + Cz + D = 0 và điểm Mo(Xo: yoi Zo)- Khoảng cách từ điểm Mo 
đến mặt phẳng (P), kí hiệu là d{Mo, (P)), được tính theo cỏng thức 

d(M,(P)) = 

lỉ. PHƯƠNG PHẤP GIẢI BÀI TẬP 

Ccc bái tập sau dãy đều xét trong không gian Oxyz. 

1. Viết phương trình của mật phảng 

a) Đi qua điếm M(1; -2; 4) và nhận h = (2; 3; 5) làm vectơ pháp tuyến. 

D) Đi qua điểm A{0: -1; 2) và song song với giá của hai vectơ ú =: (3; 2; 1) 
và v = (- 3;0:1). 

'O) ĐI qua ba điểm A(-3: 0; 0). B(0; -2; 0), C(0; 0; ~1). 

i3k) Mạt phẳng (a) đi qua M(l; -2; 4) và nhận li = (2; 3; 5) làm vectơ 
pháp tuyến có phương trình là: 

(a): 2(x - 1) + 3(y + 2) + 5(z - 4) = 0 o 2x -p 3y -t- 5z - 16 = 0 

Ib) Vectơ pháp tuyến của mặt phẳng đả cho là h - [ũ ; V 1 = (2; ~6; 6). 

(a) qua A(0; -1; 2) có vectơ pháp tuyến ri = (2; -6; 6) có phương trình 
là: 2(x - 0) - 6(y + ĩ) + 6(z - 2) = 0 o X - 3y -í- 3z - 9 = 0. 

(c) Mặt phảng (a) có phương trình theo đoạn chán là: 

4 - ^ = 1 hay 2x 4- 3y -r- 6z + 6 = 0 
-3 -2-1 

2. Viứ phương trĩnh mặt phẳng trung trực của đoạn thẳng AB với A(2; 3; 7), 
iBO; Ị; 3). 

CịlÀl 

iĐcạn thẳng AB có trung điểm là 1(3; 2; 5). Gọi (a) là mặt phảng trung trực 
(củỉ đoạn AB, ta có (a) đi qua I và có vectơ pháp tuyến là ÁB =: (2; -2; -4). 

Vặy phương trình của mặt phẳng (a) là: 

2(x - 3) - 2(y - 2) - 4(z - 5) = 0 o X - y - 2z + 9 = 0 

3. Oĩ) Lập phương trinh của các mặt phảng toạ độ (Oxy), (Oyz), (Oxz). 

Ih) Lập phương trình của các mặt phảng đi qua điềm M(2; 6; -3) và lần 
lượt song song với các rnặt phảng toạ độ. 
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ếĩiÀl 

a) Mặt phẳng Oxy đi qua gốc toạ độ CXO; 0; 0) và có vectơ pháp tuyến 
íĩ = (0; 0; 1) nên có phương trình là; z = 0. 

Tương tự mặt phẳng (Oyz), (Oxz) lần lượt có phương trình là X = 0, y = 0. 

b) Gọi (a), (p), (y) là các mặt phẳng đi qua điểm M(2; 6; -3) và lần lượt 
song song với các mặt phảng tọa độ (Oxy). (Oyz) và (Ozx). 

Ta suy ra các mặt phẳng (a), (P), (ỵ) có phương trình lần lượt là: 

z + 3 = 0, x-2 = 0, y-6 = 0. 

4, Lập phương trình của mặt phảng: 

a) Chứa trục Ox ud điểm p(4; -J; 2). 

b) Chứa trục Oy và điểm Q(ĩ; 4; -~3). 

c) Chứa trục Oz và điểm R(3; -4; 7). 

ế^iẲl 

a) Mặt phẳng (a) chứa P(4; -1; 2) và trục Ox thì (a) có cặp vectơ chỉ 

phương là ỉ = (1; 0; 0) và OP = (4; -1; 2). Do đó (a) có vectơ pháp 

tuyến là ă = [ĩ, Õp] = (0; -2; -ĩ). 

Phương trinh của (a) là: 

-2y - Z = 0o2y + Z = 0. 

b) Mặt phẳng (p) chứa Q(l; 4; -3) và trục Oy thì (P) có cặp vectơ chỉ 

phương là ] = (0; 1; 0) và OQ = (1; 4; -3). Do dó (P) có vectơ phấp 

tuyến là n = [ / , OQl = (-3; 0; -1). 

Phương trình của (P) là: 

-"3x - Z = 0o3x + Z = 0. 

c) Mặt phảng (y) chứa điểm R(3; -4; 7) và trục Oz và (y) có cặp vectơ chỉ 
phương là k = (0; 0; 1) và OR = (3; -4; 7) do đó (y) có vectơ phứp 
tuyến là õ = [k, ÕR] = (4; 3; 0). 

Phương trình của (y) là 4x + 3y = 0. 

5, Cho tử diện cố các đỉnh là A(ô; 1; 3)t B(l; 6; 2), C(5; 0; 4), D(4; 0; 6) 

a) Hãy viét phương trinh của các mặt phdng (ACD) uò (BCD). 

b) Hãy viết phương trình mặt phẳng (P) đì qua cạnh AB và song song với 
cạnh CD. 
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Ổịlảl 

aj 1’a có AC = (0; -1; 1); AD = (-1; -1; 3) 

Mặt phẳng (ACD) có vectơ pháp tuyến ri = [aC, AD] = (-2; -ĩ; -1) 

Vặy phương trình của mặt phảng (ACD) là: 

-2tx - 5) - Ky - 1) - líz - 3) = 0 <=> 2x + y + z “ 14 = 0 
Tương tự mật phẵng (BCD) có phương trình là: 6x + 5y + 3z - 42 = 0 
bỉ Ta có: AB = (-4; 5; -1) và CD = (-1; 0; 2), suy ra mặt phẳng (a) có 
vectơ pháp tuyến là ri = [aB, CD] = (10; 9; 5) 

Vậy phương trình của mặt phăng (a) là; 

10(x - 5) + 9(y - 1) + 5(z ~ 3) = 0 <=> lOx + 9y + 5z - 74 = 0 

6, Hãy viết phươìig trinh mật phẩng (a) di qaa diểni M(2; -1; 2) và song 
song với mặt phảng (p): 2x - y 3z 4 = ồ. 

ỔÌIÀI 

Mặt phắng (a) song song với mặt phẳng (P) nên (a) có dạng; 

(a); 2x - y + 3z + D = 0. 

Vị (a) qua M(2; - ĩ; 2) nên 2.2 + 1 + 3.2 + D = 0 =o D = -11 
Vậy (a); 2x - y + 3z - 11 = 0. 

7, Lập phương trinh cứa mặt phẳng (a) đi qua hai điểm A(ĩ; 0; ĩ), B(5; 2; 3) 
và vuông gốc với mặt phẳng (p): 2x - y ■¥ z - 7 ~ 0. 

ổịlải 

Ta có AB = (4; 2; 2) và vectơ pháp tuyến của mp(ị3) là rip = (2; -1; 1) 

Vectơ pháp tuyến của mp(a) ĩà n^ = [ÃB, Hp] = (1; 0; -2) 

Vậy phương trình của mặt phảng (a) là: 

l(x ~ 1) + 0.(y - 0) - 2.(z - 1) - 0 X - 2z 1 = 0 

8, Xác định các giá trị của m và n để mỗi cặp mặt phẳng sau đây là một cặp 
mặt phảng song song với nhau: 

a) 2x my 3z - 5 ~ 0 và nx - 8y - 6z ^ 2 - 0 

b) 3x ~5y + mz ~ 3 ~ ỡ và 2x -i- ny - 3z -i- 1 ~ 0 

Ổịuil 

a) Với mặt phẳng (a); 2x + my + 3z - 5 = 0 và (P); nx - 8y - 6z + 2 = 0. 

Ta có; (a) // (3) » J = ^ = 4 ^ 4 « íl" 4 

2 ~8 2 [m = 4 

b) Với mặt phẳng (a); 3x - 5y + mz - 3 = 0 và (P); 2x + ny - 3z + 1 = 0. 
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c:> < 


Ta có: (a)//(P)o 


-5 

n 


m „3 

^ ^ T 


n = 

3 

9 

m = -— 
2 


9. Tinh khoảng cách từ điểm A(2; 4; - 3) lẩn lượt đến các mặt phẳng sm: 
aj 2x ~ y + 2z - 9 - ỡ; ÒJ 12x - 52 + 5 = 0; c) X - 0 

ỔỊÌÀI 

a) Với mặt phảng (a): 2x - y + 2z - 9 = 0, 


»ta có: 


|2.(2)-(4) + 2(-3)-9| ^ 

d(A, (a)) = - ,ỹ - .; -^ = 5 

V4 + 1 + 4 


b) Với mặt phẳng (P): 12x - 5z + 5 = 0, 

|l2(2)-5(-3)+5| 44 

ta có: d{A, (p)) =^ = -~ 

Vl44 + 25 13 


c) Với mặt phẳng (y): X = 0, ta có: d(A, (y)) = 


| 2 | 


Vl + 0 + 0 


10. Giải bài toán sau dây bàng phương pháp toạ độ: Cho hình lập phương 
ABCD.A‘B‘C’D- cạnh bàng 1. 

a) Chứng minh rằng hai mặt phảng (AB’D’) và (BC’D) song song với nioiU. 

b) Tính khoảng cách giữa hai mặt phảng nói trên. 


Chọn hệ trục toạ độ như hình vẽ. Ta có: 

A(0; 0; 0), B(l; 0; 0), C(l; 1; 0), D(0; 1; 0) 

A’(0; 0; 1), B’(l; 0; 1), C’(l: 1; 1), D’(0; 1; 1) 
a) Đặt (a) = (AB’D') và (P) = (BCD). Ta có: ÃB’ = (1; 0; 1) và ÃD' = (0; 1; 1), 
suy ra mặt phẳng (a) có vectơ pháp tuyến là n = [ÃB', AD'] = (1; 1; —l) 

Vậy phương trình 
của mặt phảng (a) 
là X + y - z = 0. 

Ta có BC’=(0;1;1) B' 
và BD=(-1;1:0) 

Suy ra mặt phẳng (p) 
có vectơ pháp tuyến là 

n =[bC,^] =(-1;-1:1) 

Phương trình mp{p) là: 

-l(x - 1) - l.y + l.z = 0 o X + y - 2 - 1 = 0. 
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Ta có: 

1 


1 _ -1 0 
T ' -ĩ "" -1 


vậy hai mặt phẳng (a) và (p) song song nhau. 


b) d((u^ (P)) = d(A, ((ỉ)) = = -4 


c. HÀI TẬP LÀM THÊM 

Ì. Viết phương trình mặt phảng trong những trường hợp sau: 
a/ Di qua điểm Mo - (ĩ; 3; ~2) và vuông góc với trục Oy. 

b) Dỉ qua điểrn Mo = (l; 3; -2) và vuông góc với đường thdng MịMỵ, ở dây 

Mĩ ịO: 2; 3), M 2 = (ĩ; -4; ỉ), 

c) Di qua diẻrn Mo = (ĩ; 3; -2) và song song với mặt phảng 2x - y + 3z + 4 - 0. 
Đáp số: 

a) y - 3 = 0 ; b) X - 6y + 42 + 25 = 0; c) 2x ~ y + 3z + 7 = 0. 

2. Lặp phương trình tổng quát của mặt phẳng (a) đi qua 2 điểm A(2, 4), 

B(3, 2y ~ĩ) và vuông góc vởi mặt phảng x+y + 2z-3 = ỡ. 

Hướng dẫn: (a) dí qua A(2, ~ĩ, 4) nhận ẢB ~ (1, 3, ~5) và ủ = (ỉ, 1, 2) 
làm cặp vectơ chỉ phương, (a): ĩỉx ~ 7y ~ 22 ~ 2Ĩ - 0. 

3. Lập phương trinh tổng quát của mặt phẳng (a) dí qua M(3, -ỉ, -5) dồng 
thời vuông góc với mặt phẳng 3x ~~ 2y ^ 2z 7 = 0 và mặt phẩng: 


5x ~ 4y 3z 1 = 0. 

Hướng dẫn: (a) qua M(3, -ĩ, ~5) nhận ủ = (3, -2, 2); lĩi = (5, -4, 3) ỉàm 
cập vectơ chỉ phương nên có pháp vectơ ủ = (2, /, -2). 

(a): 2x •¥ y - 2z ~ Ĩ5 - 0. 

4, Cho hình lập phương ABCDA^BCW biết AỴỚ, 0, 0j, BỴa, 0, 0), OĨO, a, 0), 
A{ớ, 0, a) trong đó a > 0. Gọi M, N ỉẩn ỉưgt là trung điểm cứa AB và BV\ 
viết phương trình mặt phẳng (a) đi qua M ĩ^à song song vớỉ hai đường 
thẳng AN uà BD\ 

Hướng dẫn: Vectơ chỉ phương là: 


ÃN.(a,|. 


- a 


= ~(2, L BÕ' = (~a, a, -a) - ~a(ĩ, -i, ỉ) 

2 


Pháp vectơ là: n = (-Ỉ, ~4, ~3), (a): x 4y 3z ~ ^ = ơ. 

2 

5. c/io A(2; 3; 4). Viết phương trình mặt phẳng (a) đi qua các hình chiếu của 
A trẽn các trục tọa độ. 

Đáp sô: (ct): ^ ^ + -7 = 1* 

2 3 4 
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§3. PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG THANG 
TRONG KHÔNG GIAN 


A. KIẾN THỨC CĂN BẢN 

I. PHƯƠNG TRỈNH ĐƯỜNG THẲNG 

1. Phương trình tham số của đường thầng 

a) Định fỉ: Trong không gian Oxyz cho đường thẳng A đi qua (điểm 
Mo(xo; yo; Zo) và nhận ả = (a^;a2:a3) làm vectơ chỉ phương. Điéu 
kiện cần và đủ để điểm M{x; y: z) nằm trên A là có một số thíực t 

X = Xq tai 

sao cho: - y = yo + tag 
z = Zo+ta3 

b) Định nghĩa: Phương trình tham số của đường thẳng A đi qua điểm 
Mo(Xo; Vo: Zo) và cố vectơ chĩ phương a = (ai;a2:a3) là phương Vìnih có 

X = Xọ + tai 

dạng: y = yo + ^^2 , trong đó t là tham sổ. 
z = Zo + tag 

2. Phương trinh chính tắc của đường thẳng 

Nếu ai, a?, 33 đéu khác 0 thì người ta còn có thể viết phương ttrỉnh 
của (Sường thẳng A dưới dạng chính tắc như sau: 

X-Xọ ^ ỹ-yọ ^ 2"2o 

^2 ^3 

II. ĐIẾU KIỆN ĐỂ HAI ĐƯỜNG THANG SONG SONG, CẮT nhau, ĨHÉỌ 
NHAU 

Cho hai đường thẳng d và d' lán lượt đi qua Mo(Xo: Vo; Zo). M’ũ(x’o: Vo: z’o) 
và có vectơ ch! phương lắn lượt là ã = (ai; 82; 83); ã'(a’i; a’2; a’3). 

Gọi n = [ã, ã'] 


1) d//d'c:> 


n = Õ 

Mqìở’ 


2) d s d’ o 


n = Õ 
Mo€d' 


3) d cắt d’ o 


n õ 

/ ________ 

h.MoM’o = 0 


4) d và d’ chẻo nhau o n.Mo^/*o ^ ^ 


5) đ 1 d* o ã.ã' = 0 
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in. ĐIẾU KIỆN ĐỂ MỘT ĐƯỜNG THANG SONG SONG, CẮT hoặc 
VUÔNG GÓC VỚI MẬT PHANG 

("ho đường thẳng d đi qua điểm Mo(Xo; Vo; Zo) và có vectơ ch? phương ỉà 
á = (aư a?; 83) và cho mặt phẳng (a) có phương trình: Ax + By + C2 + D = 0 . 
(3Ọ1 rí = (A; B; C) là vectơ pháp tuyẽn của (a). Ta có các điều kiện sau: 


1 )cl// {(i) 




á.ii ^ Ó 


Mq ể (a) 


2) d c (a) o 


íả/ĩ = ỏ 

ỊMq e(a) 


3 ) d cắt (a) o ^ ỏ 4 ) d 1 (a) o rì = k á. 

IV. TÍNH KHOẢNG CÁCH 


1 . Trong không gian Oxyz, để tính khoảng cách từ diểm M đến đường 
thẳng A ta thực hiện các bước: 


Viết phương trình mặt phẳng 
(a) chứa M vả vuông góc với A; 

Tim giao điểm H của A với (a); 

Khoảng cách từ M đến A chính 
là khoảng cách giữa hai điểm 
M và H; d(M. à) = MH. 



2 . Để tính khoảng cách giữa 
đường thẳng A và mặt phăng 
(a) song song với A ta thực 
hiện các bước: 

• Láy một điểm Mo(xo; Yo: 2o) 
tùy ỷ trên A; 

• Khoảng cách giữa ầ và (a) 
chính là khoảng cách từ 
điểm Mo đến mặt phăng (a): 
cl(A. {a)) = d{Mo, (a)). 

3 . Để tính khoảng cách giữa hai 
đường thẳng chéo nhau A và A’ 
ta thực hiện các bước: 

• Viết phương trình mặt phảng 
(a) chứa đường thẳng A và 
song song với đường thẳng A*; 






• Lấy một điểm M o(x 0: y'oi 2 0) tùy ý trên A’; 

• Khoảng cách giữa A và A' chính là khoảng cách từ điểm M’o đến 
mặt phẳng (a): d(A, A‘) = d(M'o, (a)). 
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B. PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 

Ì. Viết phương trình tham số cúa đường thẳng d trong mỗi trường hợp sau: 

a) d đi qua điểm M(5; 4; ỉ) và có vectơ chỉ phương á = (2; ~3; 1). 

b) d đi qua điểm A(2; -1; 3) và vuông gốc với mặt phảng (p) có phươtg 
trình x +>'~2 + 5“ỡ. 

Ị X = 1 + 2t 

c) d đi qua điểm B(2; 0; - 3) và song song với đường thẳng Á: y = -3 + 3t 

z - 4t 

d) d đi qua hai điểm P(l; 2; 3) và Q(5; 4; 4). 

X = 5 + 2t 

a) Phương trình tham số của d là y = 4 - 3t 

z = 1 +1 

b) Đường thẳng d vuông góc với mặt phẳng (a): x + y- z + 5= 0 mên đ tỏ 
vectơ chi phương là ã = (1; 1; -1) 

X = 2 + t 

Vậy phương trình tham số của đường thẳng d là: • y = -1 t 

z = 3 - t 

x = l + 2t 

c) Đường thẳng d song song với đường thẳng A: y = -3 + 3t 

z = 4t 

nên d cổ vectơ chĩ phương ã = (2; 3; 4) 

X = 2-h 2t 

Vậy phương trình tham số của đường thẳng d là: y = 3t 

z = -3 + 4t 

d) Đường thẳng d đi qua hai điểm P(l; 2; 3) và Q(5; 4; 4) nên d cố wectơf Cil 
phương là PQ = (4; 2; 1). 

X = 1 + 4t 

Vậy phương trình tham số của đường thẳng d là: y = 2 4^ 2t 

z = 3 + t 

2, Viết phương trình tham số cua đường thảng là hinh chiếu ưuòng góc cta 

íx = 2+t 

đường thảng (d): ■ y = -3 + 2t lẩn lượt trên các mặt phdng sau: 

z = 1 + 3t 

a) (Oxy) b) (Oyz) 
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ế^iảl 

i) F^!iương trình mp(Oxy) là z = 0 

Gọi (a) ìà mật phăng chứa d và vuông góc với (Oxy) 

Vectơ chỉ phương của d là ả = (1; 2; 3). 

Mp(a) nhận cặp vectơ chỉ phương là ả và k = (0; 0; 1), do đó vectơ 
pháp tuyến của (a) là ri^ = [á, k] = (2; -1; 0). 

Hình chiếu vuông góc d’ của d trên Oxy là giao tuyến của hai mặt 
phẳng (cx) và (Oxy). 

Ta có (a) đi qua M(2; -3; 1) và vectơ pháp tuyến - (2; -1; 0) nên (a) 

có phương trình: 2(x - 2) - (y + 3) = 0. 

.. i2x~y-7 =0 

Vậy M(x; yi z} e á C:> \ „ ( J 

[ z = 0 

Vectơ chỉ phương của d* vuông góc với n^ và k nên d’ có vectơ chỉ 
phương là: [n„,k] = (-1;-2; 0). 

Từ (*) cho X = 2 => y = “3, z = 0 do đó A(2; -3; 0) G d’. 

X = 2 - t 

Phương trinh tham số của d’ là: = ~3 - 2t 

z = 0 

)) Phương trình mp(Oyz) là X = 0. 

Gọi (P) là mặt phăng chứa d và vuông góc với mp(Oyz). 

Mp(P) nhận ả và í = (1; 0; 0) làm cặp vectơ chỉ phương nên vectơ 
pháp tuyến của (P) là: - [ả, 1] = (0; 3; -2). 

(p> đi qua M(2; ~3; 1) và vcctơ pháp tuyến hp nên (p) có phương trình: 

3(y - 2) - 2ÍZ - 1) = 0 o 3y - 2z - 4 = 0 

{ 3x ~ 22 - 4 ~ 0 

(**) 

X = 0 

(d** là hình chiếu của d lên mp(Oyz)). 

Vcctơ chỉ phương của d” vuông góc với hp và ỉ nên d” có vectơ chỉ 
phương là: ád- = [iip, ỉ] = (0; -2; -3). 

Từ c*"*) cho z = 1 => y = 2, X = 0. Do đó, B(0; 2; 1) 6 d”, 

x = 0 

Phương trình tham số của d” là: - y - 2 - 2t 

X = 1 - 3t 
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3, Xét vị trí tương dối của các cập dường thầng d và d’ cho bởi cáic phưcng 
trình sau: 

x = -3 + 2t x = 5 + t’ 

o) d : ■ y = “2 4- 3t và d': ■ y = “1 - 4t' 
z = 6 4t z = 20 + t' 

x = l-í~t x = l + 2t’ 

ồ> d : y = 2 +1 và d': - y = -1 + 2t ’ 
z = 3“t z = 2-2t’ 

-3 + 2t = 5 + t' (1) 

a) Xét hệ phương trình: ' -2 + 3t = “1 - 4t' (2) 

6 4-4t = 20 + f (3) 

í2t-t’-8 ít = 3 
Từ(l) và''^(2), ta suy ra: ", 

^ Ị3t + 4t’ = l [t’ = -2 

Các giá trị này của t và t' thỏa măn phương trình (3). Vậy hai đưcng 
thẳng d và d* cắt nhau tại M(3; 7; 18). 

b) Đường thẳng d đi qua điểm M(l; 2; 3) và có vectơ chỉỉ phưaig 

a = dường thẳng d’ đi qua điểm M’(l; “1; 2) và cổ eó vectơ ĩhi 

phương là ã' = (2; 2; -2). 

Ta có: ã’ = 2á và M Ể d*. Suy ra d* // d. 

4. Tỉm a để hai dường thẳng sau đây cắt nhau 

x = l + at [x = l- t' 

d.* ■ y = t và d'; y = 2 + 2t ’ 

z = -l + 2t z = 3- t’ 


ỔịiÀl 

Hai đường thẳng d và d’ cắt nhau khi và chỉ khi hệ phương trình sau dây 

[l + at = l-t’ (1) 
dối với t và t’ có nghiệm: t = 2 + 2t' (2) 

-l + 2t = 3-t* (3) 


Từ hệ (2) và (3) ta suy ra 



Thay các giá trị trên của t và t* vào phương trình (1) ta được: 1 2a o a = 0. 
Vậy hai đường thẳng d và d’ cắt nhau khi và chĩ khi a = 0. 


5. Tỉm số giao điểm cila dường th&ng d vởi mặt phảng (P) trong ccác trườig 
hợp sau: 
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X - 12 i- 4t 

i) d : 1 y - 9 4 3t t’à ia): 3x 5y ~~ 2 - 2 = 0 
ì 

[z - 1 4 l 

Ị X ■■ 1 f t 

)) d: -Ị y -- 2 - t và ịa}: .)f + Jy + 2 + Ì= 0 


z - 1 + 21 


') d: 


X 1 4 t 
y ^ 1 f 2t 
z - 2 - 3t 


và ịa): X •¥ y + z - 4 = 0 


a) Đường thảng d cỏ vectơ chỉ phương là ả = (4; 3; 1) Mp(a) có vectơ 
pháp tuyên n = (3; 5; -1) 

Ta có á.h = 4.3 + 3.5 + l.(-l) = 26 0 


Vậy d không song song với (a) nên d cắt (a) tại một điểm duy nhất, 

b) d đi qua điểm M(l; 2; 1) và có vectơ chỉ phương ầ = (1; -1; 2), mặt 
phẳng (a) có vectơ pháp tuyên h = (1; 3; 1). 

Ta có: á.h = l- 3 + 2 = 0{l)vàMỂ(a)(2). 


Từ (1) và (2) suy ra d // (a) hay đường thẳng d và mặt phẳng (a) không 
có điếm chung. 

c) d đi qua điểm N(l; 1; 2) và có vectơ chỉ phương á = (1; 2; -3), mặt 
phảng (a) có vectơ pháp tuyến h = (1; 1; 1). 

Ta có: ả.n =: 1 + 2 - 3 = 0 (1) và => Ne (a) (2). 


Từ (1) và (2) suy ra đường thẳng d nằm trong mặt phí^ ng (a) hay d và 
(a) có vô số điểm chung. 


íx = -3 + 2t 


6. Tính khoảng cách giữa đường thẳng ả: 


- y = -1 4 3t và mặt phđng 
2 “ 1 + 2t 


(a): 2x - 2y -h z + 3 = 0 

Đường thảng A đi qua điểm M(“3; -1; -1) và có vectơ chỉ phương á = (2; 3; 2); 
mặt phảng (a) có vectơ pháp tuyến n = (2; “2; 1). 

Ta có: ả. h = 4 - 6 + 2 = 0 (1) và M Ể (ữ) (2). 

Từ (l) và (2) suy ra A // (a) 

Vậy d(A, (a)) = d(M, (a)) = == £. 

n/4 + 4 + 1 3 
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X = 2 + t 

7. Cho điềm A(ĩ; 0; 0) và đường thẳng A: ] y = 1 -í- 2t 

z = t 

a) Tìm toạ độ điểm H là hình chiếu vuông góc của diểm A trên đường 
thẳng A 

b) Tìm toạ độ điểm A* đối xứng của A qua đường thdng A 


a) Đường thẳng A có vectơ chỉ phương = (1; 2; 1) 

Gọi (a) ỉà một phảng dỉ qua Â và vuông góc với A 
Khi đó (a) có vectơ pháp tuyến ĩi^ = = (1; 2; 1) 

Phương trình mặt phẳng (a) là: 

l.{x - 1) + 2.y + l.z = 0 o X + 2y + z - 1 = 0 (1) 

Hình chiếu vuông góc H của A trên đường thảng A là giao điển ơỏí A 
và (a). 

Thay x = 2^-t, y=l + 2t, z = t vào (1) ta được 

2 + t + 2 + 4t + t- l = 0ot = -ỉ 

2 

Suy ra x= ^;y = 0;z = -^ 

VậyH(|;0;-ỉ) 

Cảch khác: Gọi H(2 + t; 1 + 2t; t) là hình chiếu vuông góc của A tĩ^n 
A. ta có: Ăĩỉ = (1 + t; 1 + 2t; t). 

Đường thẳng A có vectơ chỉ phương = (1; 2; 1). 

Do AH . =0. ta suy ra t = - ^ . Vậy ta dược H = ^; 0; - — . 

2 \2 2 > 



b) Gọi A’ là điểm đối xứng của A qua A 


o AA' = 2 AH o y;^ - 0 = 2(0 - 0) o 

Za. - 0 = 2f-4 - 0 

l 2 ; 


Xa = 0 
• Xa = 0 

*A = -1 


Vậy ta được A*(2; 0; -1). 

8. Cho điểm M (ĩ; 4; 2) và mặt phảng (a):x + y-¥Z-l-0 

a) Tím toạ dộ điềm H là hình chiếu vuông góc của điểm M tnn nặt 
phđng (a). 

b) Tìm toạ độ diễm M' đổi xứng của M qua mặt phảng (ữ). 
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¥ 


c) Tính khoáng cách từ M dến mặt phẳng Ux). 

ổỊliỉl 

a) Gọi A ià đường thẳng đi qua M 
và viiông góc với niặt phẳng (a). 
vecUí pháp tuyến ri^ = = (1; 1; 1) 

là vectơ chỉ phương của A nên A 

Ị X = l + t 

có phương trình tham số là: |y = 4 + t 

z - 2 + t 


Tọa độ H là nghiệm của hộ phương trình: 


Thay íl), (2), (3) vào (4) ta được: 

l+t + 4 + t + 2 + t- l= 0o3t + 6 = 0ot = -2 
Khi đó X = -1; y =: -2; z = 0. Vậy H(-l; 2; 0). 

b) Gọi M’ ỉà điểm đối xứng của M qua (a) 


X - 1 + t 

(1) 

y == 4 + t 

(2) 

z = 2 4 t 

(3) 

x + y4-z-l = 0 

(4) 


Ta có MM' = 2 MH o 


Xm - 1 = -4 
y„, - 4 = -4 o 
z„ - 2 = -4 


x,,. = -3 
yM = 0 
z„ = -2 


Vậy M’(-3; 0; -2). 

c) Khoáng cách từ M đến mặt phẳng (a) 

d(M, (a)) = MH = =2S 

Cách khác: d(M, (a)) = = 2\Í3 

%/3 


9 Cho hai đường thảng: d: 
chéo nhau. 


X = 1 - t 

y 2 + 2t và d': 
z = 3t 


X * 1 + t' 

y - 3 - 2t’, chứng minh d và d' 
z~l 


Đường thẳng d đi qua điểm Mo(l; 2; 0) và có vectơ chỉ phương ẵ = (-1; 2; 3) 
Đường thẳng d’ đi qua điổm Mo(l; 3; 1) và có vectơ chl phương ả' = (1; -2; 0) 
Ta có ã = [ả, ả'] = (6; 3; 0) 

MoM'J = (0; 1; 1 ) MqMq .n =3^0 
V^ậy d và d’ chéo nhau. 
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10, Giải bàỉ toán sau đây bàng phương pháp toạ độ: Cho hình ỉập f.hương 
ABCD.A'BG'D* có cạnh bàng L Tính khoảng cách từ đinh A ãẮn các 
mặt phdng (A*BĐ) và (B*D'C). 


ổịưi 

Ta chọn hệ tọa độ Oxyz sao cho o s A, 

ỉ = ÃB, j = ÃD, k = ÃẢ ’ 

Trong hệ tọa độ Oxyz ta có: AXO; 0; 1), 
B(l; 0; 0), D(0; 1; 0), B*(l; 0; 1), DỴO; 1; IX 
C(l; 1; 0). 

Đặt (a) = (A*BD) và (p) = (B*D’C), ta có 
phương trình của các mặt phảng (a), 

(P) là: 




1 1 


= 1 


ox + y + z- l = 0; 


(P): (X“l) + (y-l) + z = 0ox + y + z- 2 = 0; 
Vi A(0; 0; 0) nên: d(A. (a)) = , = — 

d(A, (p)) = . 

Vã 


c. BÀI TẬP LÀM THÊM 

1. Xét vị tri tương đối của các cặp đường thảng d và d’ cho bởi các pkưlơng 
trình sau: 


^.,x y + 2 z--l .,x~2 y-2 z~7 

a) d: ^ = d : —— = 

1 2 3 3 2 2 


b)d: 


c) d: 


X = t 

y = 1 + t và d\' ^ 
z - 2-1 

X = t 

y = -3t và d\‘ 
z = -1 -ệ- 2t 


x = 9-*-2t' 
y = 8 + 2t’ 
z-10-2f 

x = 0 
y-9 
z = 5t 


2. Tính khoảng cách từ A(l; 0; ĩ) đến đường thảng ầ: 


X = 1 + 2t 
y = 2t 
z = t 


3. Cho M(2; ~1; 1) và đường thảng A* 


X = 1 + 2t 
. y = -1 _ t 
z = 2t 
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íỉ) Trĩi tọa (íô dicni M\ỉôí xứỉiịỉ vời M qua dường tháng .1 


hì 'Ị\nh khoảng cách từ M dên dương íỉìấng .1 


4, Cĩio 'iưi dương tháng: d: 


X ^ 1 t 

■ y ^ 2 \ 2t. í’à í/’; • 
z ^ 3t 


X - 1 + t ’ 
y 3 2 ĩ; 
z ^ 1 


ÍAÌp phương trình dường vuông góc chung của d và d' và khoáng cách 
giìĩci d và d\ 

5. Cìio hình lập phương ABCD.A'B'C’D' cạnĩi (ỉ. Bằng phương pháp tọa dộ, 
háy .ỉnìì goc và khoảng cách giừư hai dườỉìg tháng CA và DD\ 


ÔN TẬP CHƯƠNG HI 


Cảc b‘ài toán SCAU dểu cho trong hệ tọa dộ Oxyz. 

L Cho bổn đíếrn A(ĩ; 0; 0), BÍO; 1; 0), C(0; 0: ỉ). D(-2: ĩ; - ĩ). 

a) C:ứng minh A, B, c, D là 4 dinn cúa tử dicn. 

b) Tm góc giữa hai đường thẳng AB và Cỉ). 

c) Tnh độ dài dường cao của hỉnh chóp A BCD. 

íi) Diờag thẳng AB di qua A(l; 0; 0) có vcctơ chỉ phương AB = (-1; 0; 0). 
Đ/ờng thắng CD di qua C(0; 0; 1) có vGctơ chi phương CD =: (-2; 1; - 2) 

Tf. có AC=:(-1;0;1) 

n =: [ÃB.CD] =(-2;- 2; 1) 

li. AC = (-2)(-l) + (-2).0 + 1.1 = 3 A 0. 

Siy ra AB và CD chéo nhau nên A, B, c, D Ịà bòn dỉnh của một tứ diện. 
Cich khác: Ta có BC = (0; “1; 1) và BI) - í-2; 0; -1) 

Vp(BCD) có vectơ pháp tuyến ri = [ BC, BD] = í 1; -2; -2) 


Piương trình mp(BCD) là: 

X - 2(y - l)-2z = 0ox-2y-2z'H2 = 0 
T>a độ điểm A không thỏa (1) nên A Ế' mpíBCD» 
Vìy A. B, c, D là bốn đỉnh của một tứ diọn. 
b) Ti có; AB = (-1; 1; 0); CD = (-2; 1; -2) 


cos(AB, CD) = 


AB.CDÌ 

AĨĨCT) 


= Ị2_l1aJ^ 


1 

V2 


<1) 
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Vậy (AB, CD) = 45" 

<í) Phương trình mp(BCD) là: X - 2y - 2z + 2 = 0 

Độ dài đường cao của hình chóp A.BCD là khoảng cầch tì A đến 
mp(BCD), ta có 

AH = đ(A. (BCD)) = = 1. 

v/l + 4 + 4 

2. Mặt cầu (S) cổ đường kính là AB biết ràng A(6; 2; -5), B(~4; 0; 7). 
ữ) Tìm toạ độ tẩm ỉ và tính bán kinh r của mặt cẩu (S). 

b) Lập phương trinh của mặt cầu (S). 

c) Lập phương trình của mặt phăng (a) tiếp xúc với mặt cẩu ^S) tại đểỡi (A), 

a) Tâm I của mặt cầu là trung diểm của AB. Ta có 1(1; 1; 1), bín kính 
r= lA = V62. 

b) Phương trình của mặt cầu (S) là (x - 1)^ + (y - 1)^ + (z 

c) Mặt phẳng (a) tiếp xúc với mặt cầu (S) tại A, suy ra ía) có V'eaơ pháp 
tuyến la lẨ = (5; 1; -6). 

Vậy phương trình của mặt phẳng (a) là: 

5(x - 6) + Ky - 2) - 6(z + 5) = 0 c::> 5x ■»- y - 6z — 62 = 0. 

3. Cho bốn điểm A{-2; 6; 3), B(ĩ; 0; 6), C(0; 2; -ỉ), D(ĩ; 4; 0). 

a) Viết phương trình mặt phẳng (BCD). Suy ra ABCD Là mộí tứ (dim, 

b) Tính chiều cao AH cửữ tứ diện ABCD, 

c) Viết phương trình của mặt phẳng (a) chứa AB và song song V(ỳi 

a) Ta có BC = (-1; 2; -7), Bĩ5 = (0; 4; -6) 

Mp(BCD) có vectơ pháp tuyến: n = [bC, BĨ)] = (16; -6 ; —4) 

Mp(BCD) đi qua B(l; 0; 6) và có vectơ pháp tuyến li = (16; -t6; -4t) nên 
có phương trình là: 

16(x - 1) - 6y - 4(z - 6) = 0 o 8x - 3y - 2z 4 =0 
Vì A Ể (BCD) nên ABCD là một tứ diộii. 

b) Chiều cao AH cỏa tứ diện là khoảng cách từ A đến mp(BCD). 

_ |8í- 2)-3.6-2.3 t 4| _ 36 

Ta có: AH = d(A, (BCD)) = .—... = 

c) Ta có AB = (3; -6; 3), CD = (1; 2; 1) 

Mp(a) chứa ẢB và song song với CD có vectơ pháp tuyến 
ri = [aB,CD] =(-12;0; 12) 
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ỉ^hươiig trình mặt phăng ía) ỉà: 

- Ỉ2(x “ 1) +■ 0(y “'())+ r2(x ~ G) 0 co X - z + 5 = 0. 

ỈÃỉị) pỉìư<mịỊ trinh tharn số cứu dường tháng 
ui Ị)ị qiKi huL díểììi A( /; 0; - d), BiS; ỉ; 0) 

h) Di qua diờỉĩĩ M(2; 3; 5) và song song với dỉ/ờng thang .1 có pỉiương trinìì 

X - 2 1 2t 
■ y --- 3 41 

z - -5l 


ổịiÁi 

a) Ta có AB = (2; -1; 3) 

Đường thẳng AB đi qua A(l; 0; -3) cỏ vectơ chỉ phương AB - (2; -1; 3) 

[ X - 1 -f 21 

nén có phương trình tham sô là; = -t 

[z = -3 + 3t 

b) Dường thăng A có vectơ chỉ phương là: á = (2; -4; -5) 

Đường thắng d đì qua M (2; 3; -5) song song với A nên cùng có vectơ 

x = 2 + 2t 

chi phương á . Vậy phương trinh tham sò của d ỉà; |y == 3 - 4t 

z = -5 - 5t 


5 ,Cĩi 0 mật cẩu (S) có phương trinh: (x 3f + íy + 2f + (z lf = ĨOỠ và mặt 
phẳng (a) có phương trình: 2x - 2y ~ z + 9 = ỡ. Mặt pỉiẩng (a) cắt mặt cầu 
iS) theo một dường tròn CW). lỉãy xác dinh toạ độ târn ưà tính bàn kinh 
của đường tròn (W. 


ổịiẢi 

Mặt cáu (S) có tâm là 1(3; -2; 1) và có bán kính R = 10. 

(KI, (a)) = = 6 

4 2" 4 1''' 

Ta có: d(I, (a)) = 6 < 10, suy ra mạt phảng (a) cát (S) theo một dường tròn {ĩí). 
TAni J cùa ( ẽ) chínỉi là hình chiếu vuông góc của I trên mặt phăng (a). 
Đường thẳng A đi qua I và vuông góc với (a) nên A cỏ phương trình là: 

X - 3 f 2t 
- y - -2 - 2t 
z ^ 1 - t 

A cắt (a) tại J(3 + 2t; -2 - 2t; i - t). Vì J 6 (a) nên ta có: 

2(3 +■ 2t) - 2(-2 - 2t) - (1 - t) + 9 = 0 co 91 + 18 = 0 co t = -2. 
Vậy ta dược J(-l; 2; 3). 
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Bán kính r cùa (‘tềì dược tính theo công thức: 

r = - VĨÕO-36 = 8 

Vậy đường tròn có tâm J(“l; 2; 3) và bán kính r = 8. 

6* Cho mặt phảng (a) cố phương trình 3x + 5y - z ~ 2 = 0 và đường tiảng d 

X - 12 4t 

cố phương trình: y = 9 + 3t 

z = 1 + t 

a) Tim giao điếm M của đường thảng d và mặt phảng (a). 

b) Vỉết phương trình mặt phẳng (P) chứa diểm M và vuông góc vời đường 
thẳng d. 

ổịlẦÍ 

a) Thay X = 12 + 4t, y = 9 + 3t, z = 1 + t vào phương trình mp(a) ta điơỢc 

3(12 + 4t) + 5(9 + 3t) - (1 1) - 2 = 0 <=> 26t + 78 = 0 t r -3. 

Khi đó X = y = 0, z = -2. 

Vậy d cắt (a) tại điểm M(0; 0; ~2) 

b) Đường thẳng d có vectơ chỉ phương là ád = (4; 3; 1) 

Mp(P) vuông góc với d thì (a) có vectơ pháp tuyến ri = ảd = (4; 1) 

nên (a) có phương trình là; 

4(x - 0) + 3{y - 0) + l{z + 2) = 0 o 4x + 3y + z + 2 = 0. 

7. Cho điểm A(-ỉ; 2; ~ 3), vectơ á = (6; “2; -3) và đường thẳng d có ihvXơng 
X = 1 + 3t 

trình: -Ị y = -1 + 2t 
z = 3 - 5t 

a) Viết phương trình mặt phẩng (a) chứa điểm A và vuông góc với i. 

b) Tìm giao điểm của d và (a). 

c) Vỉết phương trình đường thẳng A đi qua điểm A, vuông góc với ả vai cát 
dường thẳng d. 

a) Mặt phảng (a) di qua A("l; 2; -3) có vectơ pháp tuyến 
ri = ă = (6; “2; -3) = 0 nên có phương trình là: 

6(x + 1) - 2(y - 2) - 3(z + 3) = 0 c:> 6x - 2y + 3z + 1 = 0 (1) 

b) Thay X = 1 + 3t, y = “1 + 2t, z = 3 ~ 5t vào phương trình (1) ta đvợc: 

6(1 + 3t) - 2(-l + 2t) - 3(3 - 5t) 4- 1 = 0 o t = 0 
Khi đó; X = 1, y = -1, z = 3. Vậy d cắt (a) tại điểm M(l; -1; 3). 

c) Đường thẳng A đi qua A vuông góc với giá của á và cắt đường tlẳmg d 
chính là đường thẳng AM. A có vectơ chỉ phương lả ẢM = (2; '3 ; 6), 
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X - 1 f 2t 

riiương trìiili tham sò của A là: ^ y : 1 3t 

z - 3 6t 


8. Viết pỉìương trinh mặt phàng (a) tiếp xúc với mặt cấu 
fSj: .r + / + 2 ^ - ĩOx + 2y ^ 26z + 170-^0 


X = -5 + 2t 


X - -7 + 3t 


va song song VỞI kai đường tỉiẳng: d: 


< y = 1 - 3t , 
z - ~13 + 2t 


dv y--l-2t 
z = 8 


CịiẦl 

F3ường thắng d và d' lần lượt có vectơ chỉ là a = (2; -3; 2) và á' == (3;“2;0). 
Mặt phẳng (a) song song với d và d’ có vectơ pháp tuyến 
li = [ả, ả'Ị = (4; 6; 5) 

Vậy (cx) có dạng; 4x + 6y 4- 5z + D = 0. 

Mặt cầu (S) có tám 1(5; -1; -13) và bán kính 

R = x/a' + b" + c' - (ĩ = V25 +1 + 169-170 = 5 
Ta có: (a) tiếp xúc với (S) o d(í, (a)) = R 

_ |4.(5) + 6.(-1) + 5.(-13) + D| ,, 

n/Ĩ6’+ 36 + 25 

o |D - 5l| = 5 V 77 o D = 51 ± 5 / 7 '? 

Vậy ta có hai mặt phảng (a) thỏa măn dề bài. Phương trình tổng quát của 
(ữ) là: 4x + 6y + 5z + 51 ± 5 n/77 = 0. 

9. Tỉm toạ độ đỉểm H là hình chiếu vuông góc của điểm M(l; - 1; 2) trên 
mật phảng (a): 2x ~ y + 2z -ị- ỉĩ = 0. 


ếýiM 

Gọi d là đường thẳng di qua M và vuông góc với d thì vectơ chỉ phương 
cúa d là ẩd = n„ = (2; -1; 2). 


íx = 1 4- 2t 


Phương trình tham số của đường thẳng d là: 


z = 2 + 2t 


Giao điểm H của d và (a) là hình chiếu vuông góc của M trên mp{a). 
Thay X = 1 + 2t, y =: -1 -t, z = 2 + 2t vào phương trình mp(a), ta dược 
2(1 + 2t) - (-1 -t) -í- 2(2 + 2t) + 11 = 0 o 9t 18 = 0 o t = -2. 


Khi đó X = -3; y = 1; z = -2. 
Vậy H(-3; 1;-2). 
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10. Cho điểm M(2; ỉ; 0) và mật phẳng (a): X 3y ~ z 27 = 0, Tim io»ạ độ 
điểm M* đối xứng với M qua (a). 

ỔỊLẦI 

Gọi H là hình chiếu của M lên mp(a). 

Gọi d là đường thắng đi qua M và vuông góc với (a) d có vtcíơ chỉ 
phương là ăd = ria = (1; 3; -1) 

X = 2 4- t 

Phương trình tham số của d ià: = 14- 3t 

2 = -t 

Thay X = 2 4- t, y = 1 4- 3t, 2 = -t vào phương trình nip(a), ta được 
(2 4- 1) + 3(1 4- 3t) - (-t) - 27 = 0 o llt - 22 = 0 o t = 2. 

Khi đó X = 4; y = 7; 2 = -2. 

Vậy H(4; 7; - 2) 

Vì M’ đối xứng với M qua (a) nên: 

x^. - 2 = 2(4 -2) Xy. = 6 
MM' = 2MH • y„. -1 =:2(7-p <^ * yM = 13 

= 2(-2) 2^,. = -4 

Vậy điểm đối xứng của điểm M qua mặt phẳng (a) lồ MX6; 13; -4. 

11, Viết phương trình đường thẳng A vuông góc vởi mặt phảng toạ dị (Oxz) 

X = t X = 1 - 2t' 

và cắt hai đường thẳng: d;y = --4 4-t; d’;-y = ~34-t' 

z = 3- t 2 = 4-5t' 


ổịlál 

A vuông góc với mặt phảng tạo độ (0xy2) nên A có vectơ chỉ phìơnig là 
] = {0; 1; 0). Gọi M(t; -4 + t; 3 - t) và MXl - 2t'; »3 4- t’; 4 - a*)) lần 
lượt là giao điểm của A với d và d* (h.34). ta có: MM = k ] . 



Thay t = ^ vào tọa độ M ta được M 

7 v7 7 7 y 
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3 

X ^ _ 

7 

*25 

\ậy píhương trinh tham số của đường thẳng A là; <y = 4 t 

18 

I ^ 

7 

12. Tim toạ dộ dỉểm A' đối xứng vài đỉểnt A(ĩ; 2; - 5) qua dường thẳng d 

[ X - 1 f 2t 
cỏ ph ương trình : -Ị y ^ -1 ~ t 

[z - 2t 

ổjlếỉi 

Dườn.g thẳng A có vectơ chỉ phương á = (2; -1; 2) 

(ìọi (a) là mặt phẳng qua A và 
Vuỏn^ góc với A thì (a) có vectơ 
pháp tuyến ri = á = (2; -1; 2) do 
đó phương trình mp(a) là: 

2(x - 1) - (y + 2) + 2(z 4- 5) = 0 

o 2x - y + 2z + 6 = 0 (1) 

Hình chiếu H của A lên A là giao điểm của A và (a). Thay X = 1 + 2t, 
y = -l-t, z = 2t vào (1) ta được: 

a(l 4- 2t) - (-1 - t) + 4t + 6 = 0 c:> 9t + 9 = 0 o t = -1. 

Khi đó X = -1; y = 0; z = -2. 

Vậy -2). 

Vì A’ là điểm đôi xứng của A qua A nên: 

[x^. =-3 

AA ’ = 2 ÃH o • y^. 4- 2 = 2.(0 4-2) o ' y^. = 2 . 

Za.-h5 = 2.(-2 4-5) [z^. =1 

Vậy diỂm đối xứng với A qua đường thẳng A là A’(-3; 2; 1). 

ntẢ LỜI CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM CHƯOỈNG m 

Trong không gian Oxyz cho ba vectơ 

ỗ = (~ĩ; ĩ; 0), b = (ĩ; ĩ; ồ) và c ^ (ĩ; 1; ỉ) 

Sứ duing giả thiết này để trả lời các cảu hỏi ĩ, 2 ưà 3 sau đây. 
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1. Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai? 

(A) I â I = V2 (B) I c I = Vã (C) á 1 b (D)) b 1 c. 

Trả lời: Ta có: b.c= 1 + 14-0 = 25^0 

=:> b không vuông góc với c . Chọn (D). 

2. Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng? 

(A) ã.c = 1 (B) ả, 6 cùugphươn-g 

(C)cos(b,c)= (D) ầ + b + c = ỏ 

V6 

Trả lời: cos( b ,c ) = Chọn (C). 

Ibl-lcl V 2 .V 3 Ve 

Chú ý: (A). (B) và (D) sai. 

3. Cho hình bình hành OADB có OÂ = ẩ. ÕB = b (O lả gôc lọai độ)i. Tọa 
độ của tâm hình binh hành OADB là: 

{A)(0; 1; 0) (B) (1; 0; 0) (0(1; 0; 1) (D){li: 1; 0) 

Trả lời: OADB là hình bình hành 

» ÕẤ + ÕB = ÕD A D 

o ÕẨ + ÕB = 2ỠĨ 

(1 là tảm hình bình hành). 

<=> Qĩ . + b) = (0; 1;0) 

Vậy 1(0; 1; 0). Chon (A). 

Trong không gian Oxyz cho bốn điểm Aịỉ; 0; 0), B(0; ĩ; 0), C(0,; 0; 1) và 
D(ĩ; l; ĩ). 

Sử dụng giá thiết này cho các bài tập 4, 5 và 6 sau đây. 

4. Trong các mệnh đề sau, mệnh dề nào sai? 

(A) Bốn điềm A, B, c, D tạo thành một tứ diện 

(B) Tam giác AHD là tam giác đều 

(C) AB 1 CD 

(D) Tam giác BCD là tam giác vuông. 

Trả ỉời: BC = (0; -1, 1), BD = (1; 0; 1), C“D =: (1; 1; 0) 

B(j.BD ^0; BC.CD 5^0; BD.CD ^0 
Tam giác BCD không vuông. Chọn (D). 

Chú ý: (A), (B), (C) đúng. 



72 ŨBTHlmiỉ^CIĨ 



5. Gọi M, N lan lượt !à trung diốni của AB và Cl), Tọa đỏ diem (} là trung 
dinin ciỉa MN ìà: 


1 1 1 lì 

, \ 1 1 

í 2 2 2 


íB) G: ; ; : 

(C)G ; ; 

l:ỉ 3 3j 

1 4 4 4 ) 

3 3 3 


G 

'Ị'ỉ 'i lời: Ta co M 


(I)) G ■ Ị • 

I 2 2 2j 


í K ^ .n) .... N'" 
0 và N 

I2 2 j 


1 1 


12 2 


; 1 


'ÍVung (liom MN ià G ị; ^ I ■ Chọn (D) 

v2 2 2j 

6. Mạt cầu ngoại tiếp tứ diộn ABCD có bán kính là: 


^ , ^3 

(A) --- 

2 

(B) v^2 

(C) ^Ì3 

(D) -)■ 

4 

Trả lời: Mặt cầu đi qua 4 điểm A, B, c, D có 
(lạng (S): 

X" + y + - 2ax - 2by - 2cz + đ = 0. 


Vì A, B, c, D € (S) nên: \ 


1 - 2a + d ^ 0 
1 - 2b + d = 0 
1 - 2c + d = 0 
3 - 2(a + b + c) + d - 0 



o 


1 

a = — 
2 

2 

1 

c = ^ 

2 

d -0 


Bán kính mặt cầu (S) là R = 'jdĩ b^ + “ d = —. Chọn (A). 

7. Cho mặt phẳng (a) đi qua điếm M(0; 0; -1) và song song với giá của hai 
vectơ á = (1; -2; 3) và b = (3; 0; 5) 

Phương trình của mặt phảng (a) là: 

(A) 5x 2y - 3z - 21 = 0 (B) -5x + 2y + 3z + 3 = 0 

(C) lOx - 4y - 6z + 21 = 0 (D) 5x - 2y - 3z + 21 = 0. 

Trỏ lời: Vectơ pháp tuyến của mp(a) là n =r b] = (-10; 4; 6) 

Phương trình mp(a): 

-10(x - 0) + 4(y - 0) + 6(z + 1) = 0 o “5x -I- 2y + 3z + 3 = 0. Chọn (B). 

8. Cho ba điểm A(0; 2; 1), B(3; 0; IK C(l; 0; 0). Phương trình mặt phảng 
(ABC) là: 
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(B) 2x + 3y - 42 - 2 = 0 
(D) 2x - 3y ~ 4z + 1= 0. 


(A) 2x - 3y - 4z + 2 = 0 
(C) 4x + 6y - 8z + 2 = 0 
Trả lời: AB = (3; -2; 0), AC = (1; -2; -1) 

Vectơ pháp tuyến của mp(ABC) là li = [aB. AC] = (2; 3; -4) 

Phương trình mp(ABC) là: 

2(x - 0) + 3 (y - 2) - 4(z - 1) = 0 o 2x + 3y - 4z - 2 = 0. Chọi (B). 

9. Gọi (a) ià mặt phẳng cắt ba trục tọa độ tại ba điểm M(8; 0; 0), N(0; -2; 0), 
P(0; 0; 4). Phương trình của (a) là: 

8 -2 4 4 -1 2 

(C) X - 4y 22 = 0 (D) X - 4y + 2z -8 = 0. 

Trả lời: Phương trình mp<a) là; 

^ + + £ = l<=>X“4y + 2z-8 = 0. Chọn (C). 

8-2 4 

10. Cho ba mặt phàng (a): x + y + 2z + l = 0 

(p); x + y- z + 2 = 0 
(y): X - y + 5 = 0 

Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai? 

(A) (a) 1 (P) (B) (ỵ) 1 (P) (C) (a) // (y) (D) (a) 1 (y. 

Trả lời: ịa) có vectơ pháp tuyến h(, = (1; 1; 2) 

(ý) có vectơ pháp tuyến n ^ = (1; -1; 0) 
n a và ủy không cùng phương nên (a) không song song với (y). Chọr (C). 
Chứ ý: (A), (B), (D) đúng. 

11. Cho đường thẳng A đi qua điểm M{2; 0; -1) và có vectơ chí )hương 
ã = (4; -6; 2). Phương trình tham số* của đường thảng A là: 



fx = -2 + 4t 


X = -2 + 2t 

(A) i 

i 

It 

>y 

(B) 

CO 

1 

II 

>» 

i 

1 

[2 = 1 + 2t 


z = 1 + t 


íx = 2 + 2t 


X = 4 + 2t 

(C) . 

y = -3t 

(D) . 

y = -6-3t 


z = -1 +1 


2 = 2 + t 

Trả lời: Ta có ả = 2 ả ’ với ả ’ == 

(2; -3; 1) 




íx = 2 + 2t 


Phương trình tham số của A là: 

y =-3t . Chọn (C). 



z = -1 + t 
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12 (!ho d la (lương thắng di qua diỏĩĩi Aíl; 2; 3) và vuông góc với mật phăng 
(u): dx -f 3y - 7z + 1 = 0. 


Idntííng trinh tham sõ của (1 là; 

X 1 t 41 

(Al 2 * 3t 

ịz : -3 -7t 


(B) 


X - 1 f 4t 
•y . 2 4 3t 
z - 3 ~ 7t 


(C) 


X 1 f 3t 
■ y 2 4t 
\z ^ 3 - 7t 


(D) 


X r: -1 + 8t 
y - -2 + 6t 
z = 3 - 14t 


Trá lời: Vectơ pháp tuyến cũa (a) ià h - (4; 3; -7), d vuông góc với (a) 
Ihì d có voctơ chỉ phương áđ = ri = (4; 3; -7) 


Phương trình tham số của d là; 


X - 1 + 4t 

• y = 2 + 3t . Chọn (B). 
z = 3-7t 


lí* Cho hai dường thăng; di! 


X - 1 + 2t 
■ y = 2 + 3t và 
z = 3 + 4t 


d.: 


íx = 3 + 4t' 
y = 5 + 6t' 
z = 7 + 8t' 


Trong các mệnh đề sau, mệnh dề nào đúng? 

(A) d] 1 da (B) di // da 

1.0 áị s da (D) di và da chéo nhau. 

Trả lời: di và da lần lượt có vectơ chỉ phương là 
ã 1 =: (2; 3; 4) và 82 = (4; 6 ; 8 ) 

Ta cổ ã 1 cùng phương á 2 

di qua Mo( 1; 2; 3) G đa (ứng với t’ = “ — ) 

2 


Vậy dj s da- Chọn (C). 

Cho mát phẳng (a): 2x + y + 3z + 1 = 0 và dường thẳng d có phương 
í X = -3 + t 


trình tham số: 


y = 2 - 2t. Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng? 
z = 1 


(Aì d 1 (a) (B) d cắt (a) (C) d // (a) (D) d c (a). 

Trả lời: Vectơ pháp tuyến của (a) là n = (2; 1; 3) 

Vectơ chỉ phương của d là á = (1; -2; 0) 

Ta có ri . á =2-2 = 0 


d đi qua Mo(“3; 2; 1) e (a) nên d c: (a). Chọn (D). 
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15. Cho (S) là mặt cầu tám ỉ(2; 1; ~1) và tiếp xúc với mặt phăng ((t) có 
phương trình: 2x-2y-z + 3 = 0 
Bán kính của (S) là: 


(A)2 (B) ị (C) 1 (D)ị:, 

3 3 í> 

Trả lời: R =: d(I, (a)) = = 1=2. Chọn (A). 

+(-2)= +(-lf 3 


ON TẶP CUOINẢM 


i. Cho lăng trụ lục giác đều ABCDEFABCĐEF', o và 0'là tâm điỉờng 
tròn ngoại tiếp hai đáy, mặt phẳng (p) đi qua trung điềm của OO' và cđt 
các cạnh bên của lăng trụ. Chứng minh rằng (P) chia lăng trụ dá cho 
thành hai đa diện cố thể tích bàng nhau. 




Gọi I là trung điểm của o và 0'. 

Giả sử mặt phẳng (P) chia lăng trụ đã cho thành hai đa diện (H) và (H*). 
khi đó phép dối xứng qua tâm I biến (H) thành (H*), nên hai đa diện ấy 
bằng nhau và do đó chúng có thể tích bằng nhau. 

2. Cho khối lập phương ABCD.A BCĐ'cạnh bảng a. Gọi E và F lẩn lượt là 
trung điểm BC'và CD'. Mật phẳng (AEF) chia khối lập phương đó thành 
hai khối đa diện (H) và (HO trong dó (H) là khối đa diện chửa đinh A' 
Tinh thể tích của (H). 


Ổịlẳl 

Đường thẳng EF cát A’B’ và A’D' lần 
lượt tại M và N. 

Gọi I là giao điểm của AN và DD’, J là 
giao điệm của AM và BB*. 

Mặt phẳng (AEF) cắt hình lập phương 
theo thiết diện là ngũ giác AIFEJ. 

Ta có MB’ = ND’ = ^ 

2 


A D 



Do đó 


ID' D'N 


ID 


= ị => ID’ = ^. Tương tự: JB’ = 
DA 2 3 


Ta có: = Vi D*NF = 


ỉ ỉ £1 

3'2‘ 4 


a 

3 


72 


; Va. 


A*MN = 


a 

3 

11 ^ 

3 * 2 ■ 4 


.a = 


3a" 

8 
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\\í fl() suy ra: Vịi - Va ,a;mn - -V.I iiMí-; - Vj ỊVNF 


3a 

8 


2 . 


a 


25 


72 72 




3. (’h(f ỉĩìợt cáu (S) tám o bán kinh r. Hỉnh nón có dường tròn dáy (C) rù 
dinh I deu thuộc (S) dược gụi là hình nón nội tiếp mặt cắu (SK Gọi h ỉà 
i ìttmi cai) ciia hình nóìi dó. 
ii, 7 inìì thế tích cú(ỉ hình nón theo r và h. 
h) Xác dịnh h dè thế tích CÙQ hình nón là lớn nhát. 


ổịỉdi 


aj (ỉọi A là cliếiii thuộc đường tròn (láy 
fC), II là tâm đường tròn (C), ĨI’ là 
dường kíiih mại cầu (S). Tam giác Air 
vuong tại A có dường cao AIỈ uèii: 

An- = HI.iir=h(2r-h) 
l'hc íích hình nón là: 

V = ịnAIl^.h = ^;ií2r - h)h“ 

3 3 



b) Áp dụng bất đẳng thức abc < 

V = ~(4r - 2h)h.h < 

6 6 


1 

A(a + b f c) I với a, b, c > 0 ta có: 
3 J 

'4r--2h4^hf hV _ 32ĩtr' 

3 j " 81 


Vậy V dạt giá trị lớn nhâ't bằng 


327ir^ 
81 ~ 


khi 4r - 2h = h, hay h i:: ^ . 

3 


4. Trong không gian 0.xyz, cho hai điểm A(ĩ; 2; -ỉ); B(7; ~2; 3) vá dường 

Ịx = -1 + 3t 

tỉiẩng d cỏ phương trình: 'ịy - 2 - 2t 

z - 2 + 2t 

a) Chửìig minh rằng hai đường thẳng d và AB cùng nằm tĩmig một mặt phẳng. 

b) Tỉni dỉếm I trẽn d sao cho AI + Bĩ nhỏ nhất. 
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b) Gọi A' là điểm đối xứng của A qua d, ta có AI + Bĩ == A'í + BI > A’B 
A'I + BI ngắn nhất c:> A', I, B thẳng hàng. 

Vậy diểm I cần tìm là giao điểm của A'B và d. Gọi M Ịà trung điỉm 
của AB, ta có M(4; 0; 1) và Mĩ 1 ẵd <=> MỈ.ád = 0 

Giả sửK-l + 3t, 2 - 2t, 2 + 2t) 

MỈ = (-5 + 3t, 2 - 2t, 1 + 2t) 

MỈ.ád = 0 o 3(-5 + 3t) - 2(2 - 2t) -í- 2(1 + 2t) = 0 
17t - 17 = 0 t = 1 

Vậy 1(2; 0; 4). 

5. Cho tứ diện ABCD có cạnh AĐ vuông góc với mặt phảng (ABC). Biết rấig 
AC - AD = 4 cm, AB - 3 cm, BC = 5 cm. 

a) Tính ihể tích tử diện ABCD. 

b) Tính khoảng cách từ điểm A tới mặt phảng (BCD). 

a) Ta có Aơ" + AB^ = 3^ + 4^ = 5^ = BC^ =5. AB 1 AC 
Thể tích tứ diện ABCD 

=> v= ỉ AB.AC.AD = 8 (cm'*) . 

6 

b) Chọn hệ trục sao cho các điểm A, B, c, D 
có tọa độ như sau: 

A(0; 0; 0), B(3; 0; 0), C(0; 4; 0), D(0; 0; 4) 

Mặt phảng (BCD) có phương trình theo đoạn chắn là: ^ \^x 

Ta có: đ(A, (BCD)> = = ~ 

n/16 + 9 + 9 V34 

6. Trong không gian Oxyz cho mặt cầu (S) có phương trỉnh + y^ -I- 2 ^ s= 

(a > ồ). 

a) Tính diện tích của mặt cầu (S) và thể tích cứa khối cẩu tương ứng 

b) Mặt cẩu (S) cắt mặt phảng (Oxy) theo một dường tròn (C). Xác dịih 
tảm và bán kính của (C) 

c) Tính diện tích xung quanh của hình trụ nhận (C) ỉàm đáy và có chi>u 
cao ỉá a\/3 . Tính thể tích cứa khối trụ tương ứng. 

ỔịíÀl 

a) Mặt cầu (S) có bán kính r = 2a 
Diện tích mặt cầu (S): s = 47cr^ = 

Thể tích của khôi cầu: V = “Tir^ = ^Tia^ 

3 3 
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h. ĩMiươiig trình mặt plìáng Oxy là z = 0 


M(x, y, z) € (C) c:> 


X + y 


f z ~ 

C:> 

z - 0 


(- y'^ “ 4a'' 
1 z - 0 


Vậy íC) có tâm 0(0; 0; 0) bán kính là r’ = r = 2a. 

Cỉ Diện tích xung quanh khối trụ: = 2ĩ\rl - 2n.2'ã.a \/3 =: 47ĩa“ sỉlì 

l^hè tích khối trụ: V = nr'^ỉ = 47ia“.a = 4na'’ >/3 


7 Troỉiịị khònịị gian cho hai dường thẩng ẩỊ và d 2 có phương trinh 


X 1 t 


di: 


^ y - t ; 
z - t 


dj: 


X - 2t' 

■ y ^ 1 + 1 ' 
z t' 


a) Chứng rninìí rằng hai dường thẳng dị ỉ’à íÌ 2 chéo nhau 

b) Viết pỉiương trình cứa mặt pháng (a) chứa dĩ rả song song với dj 


ổjỉìỉi 

a) Dường tháng di đi qua Mj(l; 0; 0) vcctơ du phương là ãi = t-1; 1; -1) 
Dường thằng áo di qua M^ÍO; -1; 0) voctơ chỉ phương là á 2 = (2; 1; l) 
Ta có li = [áp â.^Ị = (2; -1; -3) 

M,M, =(-l;-l;0) 

Suy ra MjM 2 . ri == “2 + 1 = -1 ^ 0 
Vậy di và d 2 chéo nhau. 

b) Vectơ pháp tuyên mpía) ìà; ri = [áp dg] =(2;-l;-3) 


Phương trình inp(a) là: 2(x ~ 1) - y - 32 =0 hay 2x-y-3z-2 = 0 

8 Trong khổng gian Oxyz cho các diỂm A(ỉ; 0; -ĩ), Bỉ3; 4; -2), C(4; -ỉ; ỉ), 
D(3; ồ; 3) 

a) Chứng minh răng A, B, c, D không dồng pháng. * 

b) Viết phiãmg trinh mặt phắng (ABC) và tinh khoảng cách từ D đến mặt 
phảng (ABC). 

c) Viết phương trình mặt cảu ngoại tiểp tứ diện ABCD. 

d) Tính thể tích tử diện ABCD. 

Ổ^IẢI 

a) Ta có: ÃIỈ = (2; 4; -1), AC = (3; -l; 2), ẤD = (2; 0; 4) 

Ta có ri = [ab, AC] = (7; -7; -14) 

=> ri . AD = 2.7 + 4.(-14) = -42 * 0 
Vậy A, B, c, D không đồng phẵng. 
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b) Mp (ABC) đi qua A có vectơ pháp tuyến 

ri = (1; -1; -2) nên (ABC) có phương trình là 

l(x - 1) - Ky - 0) - 2(z + l) = 0<:=>x~y-2z-3 = 0 
Khoảng cách từ D đến mặt phẳng (ABC) là: 

d(D, (ABC)) = = Vẽ 

Vl + 1 + 4 

c) Ta có ẦB = (2; 4; -1); AD = (2; 0; 4) => ẤB . ÃD = 0 ^ AB ^ AD (1) 

CD = (-1; 1; 2), CB = (-1; 5; -3) ::í> (:D . CB = 0 => CB X CD (2) 
Từ (1) và (2) suy ra A và c thuộc mặt cầu đường kính BD. Tâm [ mặt 

cầu ià trung điểm BD nên 1(3; 2; ^) và bán kính R = IB = 

2 2 

Vậy phương trình mặt cầu ià: 

(X - 3)^ + (y - 2)" + (z - ị) = ^ 

2 4 

d) Ta có ẢB = (2; 4; -1) 

AC = (3; -1; 2) 

ẢB . ÁC = 0 => AB 1 AC 
Thể tích tứ diện ABCD là: 

v= isABc.d(D.(ABC))= ỉ i.V2Ĩ.v^.V6 =7. 

o o ^ 

9. Trong không gian Oxyz cho bốn điềm A(2; 4; -ỉ), Bd; 4; ~ỉ), C(2; 4; 3), 
D(2; 2; -ỉ). 

a) Chửng minh rằng các đường thảng AB, AC, AD vuông góc với nỉỉiau 
từng đôi một. Tính thể tích tứ diện ABCD. 

b) Viết phương trình mặt cầu (S) đi qua bổn điểm A, B, c, D. 

c) Viết phương trình mặt phẳng (a) tiếp xúc vởi rnặt cầu (S) và song song 

ướỉ mặt phảng (ABD), 

C^lÀl 

a) ÃB = (-1; 0; 0), Ãc = (0; 0; 4), ẴD = (0; -2; 0) 

Ta có: AB . AC = Ãc . ẢD = ẤỈ3 . ÃB =0 

Suy ra AB, AC, AD vuông góc với nhau từng dôi một 

Thể tích tứ diộn ABCD là: 

Vabcd = \ AB.AC.AD = ị 

D o 
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‘A J2 1 

Vậy tâm mặt cầu (S) là I( ; 3; 1) bán kính R = lA = 

^ 2 


V^ậy phương trinh mặt cầu (S) ngoai tiốp tứ diộn ABCĩ) ià; 

(x - ^ + (V - 3)- + (z 

2 4 


Ta có AB = (-1; 0; 0) và AD = (0; -2; 0) 

Suy ra (a) có vectơ pháp tuyến n = [aìỉ, AD I = f0; 0; 2), ta chọn 
ri ’ = (0; 0; i). Phương trình mặt phảng (a) có dạng (a) có dạng z + D = 0. 

(a) tiếp xúc với mặt cầu (S) o d(I, (ư)) = r. 


r. 


h . nl _ 

<> 11 + D = -—- o 


D = -1 f 


V21 


!) -- -1 


ự2Ĩ 


2 


vậy có híú mặt phảng (a) thỏa mân đồ bài: 


. /21 „ , , . 721 

(ơ]); z - l + ~~ = 0 và ta^}: z - 1 - = 0. 

2 2 


IK Trong không ginn Oxyz cho đường thảng (d): 


X - 1 - 2t 

y ^ 2 i t và mặt phẩng 


z = 3 -1 
« 


iơ): 2x + y + 2 = 0 

Qi) Tìm tọa độ giao díểni A của (d) và (ữ). 

b)) Viết phương trình mặt phảng (ậ) qua A và vuông gổc với (dì. 


ếPỊiÀl 

ai) Tọa dộ giao điếm A của d và (a) là nghiộm của hộ phương trình 
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1 X = 1 2t 

(1) 

y = 2 -f t 

(2) 

N 

It 

CO 

1 

(3) 

2x + y + z = 

= 0 (4) 


Thay (1), (2), (3) vào (4) ta được; 


2(l~2t) + 2 + t + 3- t = 0 <:=>~-4t+7=0c:>t = 


Khi đóx = -—;y = —;z=: — 

4 4 4 

Vậy A(-^;H;ẽ) 

4 4 4 

b) Đường thẳng d có vectơ chỉ phương là: á(Ị = (-2; 1; -1). 

Mp(P) qua A vuông góc với dường thẳng d thì (P) có vectơ pháp tivến 
n =: ád = (-2; 1; -1). 

Vậy mặt phảng (P) có phương trình: 


X + 


10 


+ 1 


y- 


15 


1 


z - 


= 0 


c:> -2x + y - z - = 0 C-^ 4x ~ 2y + 2z + 15 = 0 

II. Trong không gian Oxyz cho cảc diểm Á(-l; 2; 0), B(-3; 0; 2)» C(ĩ,2; ồ), 
D(0; 3; -2) 

a) Viết phương trinh mặt phẩng (ABC) uà phương trinh tham íổ' cia 
dường thảng AD. 

b) Viết phương trinh niặt phảng (a) chứa AD và song song với fìc. 


ổịi/ỉi 

a) Mặt phẳng (ABC) có ẤB = (-2; -2; 2) và AC = (2; 0; 3). 

ri = [Alỉ, Ảc] = (-6; 10; 4) 


Suy ra mặt phẳng (ABC) có vectơ pháp tuyến ri = (-6; 10; 4), tm *ó 
thể chọn ri ' = (3; -5; -2) 

Vậy phương trình của (ABC) là: 

3(x + 1) - 5(y - 2) - 2z = 0 o 3x - 5y - 2z + 13 = 0 


Đường thẳng AD đi qua điểm A và có vectơ chỉ phương AD = (1; L; 

íx = -1 -t-t 


Vậy phương trình tham sỏ' của đường thẳng AD là: 


. y 2 f t 
z = ~2t 
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Mạt phẳng (a) chứa AÍ) và song song với HC với Al) Íl; 1; -2) va 
ỈK' (4; 2; 1) Suy ra voctơ pháp luyến cùa (a) là 

n = [ AD, Bc\ = (5; -9; -2) 

Plìưííng trình lĩip(ư) là: 

5(x + 1} - 9(y - 2) -- 2z - 0 c> 5x - 9y - 2z + 2.'ì ' 

Ịi. Irong kỉiông g/a/i Oxyz cho bòn đièrtì A(3: -2; ~2), 2; 0}, ('''(); 2; ĩ> và 

ỈM Ị; ỉ; 2) 

aì Viôl pỉiương trinh mặt pỉiẩng (BCD). Suy ra ABCD là một tứ diện, 
hi Viết phiicmg trình mặt cẩu (S) tâm A và tiếp xức với mật phảng (BCD). 
cì Tim tọa dộ tiếp điểm của (S) và mật phảng iBCỈ)). 

Ổịiíii 

a) Ta có BC = (-3; 0; 1), BÒ = (-4; -1; 2) 

vectíT pháp tuyến của (BCD) là: h = BC, BÒ] = íl; 2; 3) 

Phương trình mặt phắng (BCD) là: 

ICx - 3) + 2(y - 2) -í- 3z = 0 X + 2y + 3z - 7 = 0 
Thay tọa cỉộ điểm A vào phương trình của (BCD) ta được 

1(3) + 2(-2) + 3(-2) - 7 = -14 / 0, suy ra A (BCD) 

Vậy ABCD là một tứ diện. 

b ) Mặt cầu (S) có tâm A và tie^p xúc với (BCO) có bán kính 

1-141 

R = d(A, (BCD)) = - vll 

Vậy phương trình của mặt cầu (S) là; 

(X - 3)“ + (y + 2)'^ + (z + 2)“ = 14 

c ) Gọi A là dường thắng đi qua A và vuông góc với (BCD). Phương trìnỉì 

X = 3 + t 

tham số của A ỉà: ■ y = -2 -t 2t 

z ^ -2 + 3t 

Thay X = 3 + t, y = -2 + 2t, z = -2 + 3t vào phương trình mp(BCl)) ta được: 

3 + t 4 - 2(-2 + 2t) + 3(~2 + 3t) - 7 = 0 => t = 1 
Khi dó X = 4; y = 0; z = 1 

Vậy 11(4; 0; 1) là tiếp điểm cùa (S) vứi mp(BCD). 
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13. Trong khồng gian Oxy 2 , cho hai đường tháng: 

X = ~1 f 3t X = t' 

d]: <y - 1 ^ 2t ỉ’à dr. -ly ” 1 4 í' 
z = 3-2t ^z = -3 + 2t' 

a) Chứng minh dị và d 2 cùng thuộc một mặt pháng, 

b) Viết phương trình mật phăng đó. 

-1 +-3t = f 

a) Giai hệ phương trình: ] 1 ^ 2t - 1 4f co 

3 - 2t - -3 4 2t ■ 

Vậy hai đường thẳng d] và d 2 cắt nhau tại M(2; 3; 1) :=> à\ vài <2 
thuộc một mật phẩng. 

b) di và d2 lần lượt có vectư chỉ phương là ả Ị = (3; 2; ~2), á 2 = (1 ; 2) 

li = [ẩj, 32 ] = (6; -8; 1) 

Mặt phảng (a) di qua M(2; 3; 1) và có vectơ pháp tuyên là ri = {(; —8; 1) 
Vậy phương trình tổng quát của inặt phẳng (a) chứa di và di líà: 

6(x - 2) - 8(y - 3) + l(z - 1) = 0-c-> 6x - 8y + z + 11 =0 

14, Trong không gian cho ba điểm A, B, c. 

a) Xác định điểm G sao cho GẤ + 2GB ~ 2GC = ỏ. 

b) Tim tập hợp các điếm M Sữo cho MA^ + 2Mỉf - 2MƯ = vn k là 
hàng số. 



ổịlẲl 

a) Ta có: GẨ 4 2GB - 2GC - ó o ƠẤ 4 2(GB - GC) - õ 

o GẤ 4 2CB = Ổ <0 AG - 2CÌ 
Vậy G ìà điểm xổc định bứi hệ thức ẤG = 2CB 

b) Ta có: MA^ + 2MB=^ - 2MC" = k'' 

(ga - MG)' + 2(gb - GÌVỈ)' - 2{ GC - GM f = k" 
o GA* + 2GB* - 2GC* + GM* - 2GM(GẤ + 2Gn - 2G(C = k* 
o MG* = k* - (GA* + 2GB* - 2GC*) 

Từ đó suy ra 

- Nếu - (GA^ 4 2GB^ - 2G€'^) < 0 thì M không tồn tại. 

- Nếu k^ - (GA=* 4 2GB^ - 2GC^> = 0 thì M ^ G. 

- Nếu k^ - (GA^ 4 200*^ “ 2GC^) > 0 thì tập hợp các điển M \ầ mặt 
cầu tâm G, bán kính bằng ylk^- {GA^ 4 2GB^ - 2GC^). 
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/5 ( 'ir, ỉiai (iườrĩịỊ thảng chéo nhau: d: 


X - 2 t. 


X - 2 í 2 t' 


y - l t t í’à cỉ 
z 1 t 


■ y t' 
z 1 + t' 


uy Viẽt phương trỉnh cóc rnật pháng (a) vá ip) song song với nhau và lần 
ỉi/ợt ch ứa d và d ' 

b) ỉ/íy hai đícrn Mi2; -1; ì) và Mĩ2; 0; 1) lán lượt trẽn d và d'. Tính 
khoáng cách từ M đèn mặt phẳng ([ì) ('ù khoảng cách từ diểni M' dỗn 
ỉìiật pỉiáng (a) So sánh hai khoảng cách đó. 

^iĂi 

a) Ilai mặt phảng (a) và fp) cùng song song hoặc chứa giá của hai vectơ 
a “ í-1; l; -1) và b = (2; 1; 1). Suy ra (a) và (3) có cùng vectơ pháp tuyến 
ri = [a, b] = (2; -1; -3) 

Lấy điểm A(2; -1; 1) trôn d và diổin A’(2; 0; 1) trén d*. 

1'a có phương trình của (a) là: 

2(x - 2) - Ky + 1) - 3(z - 1) = 0 2x “ y - 3z - 2 = 0 
1’ương tự phương trinh của (3) là: 

2(x - 2) - Ky ~ 0) - 3(z - 1) = 0 <=> 2x - y - 3z - 1 = 0 
K, ị2(2)-(-!)-3(1)-1| _ 1 

V471 + 9 vl4 

.... |2(2) 0-3(l)-a 1 

74 + 1 + 9 7l 4 

Vậy d(M', (3)) = d(M, (a)) 

li. Trong không gian Oxyz cho mật phẳng icx) có phương trình 4x ■¥ y 2z 1 - 0 
và mặt phảng (p) cổ phương trình 2jf - 2y + 2 + 3 = ỡ. 

a) Chứng minh rằng (a) cắt ịp). 

b) Vìẽi phương trĩnh tham sỏ của dường íhđng d là giao của (a) và (p). 

C) Tìm dicm M'là ảnh của M(4; 2; ĩ) qua phép dốỉ xứng qua mật phẳĩig (ữ). 

d) Tỉm diểm N'là ảnh của N(0; 2; 4) qua phép đối xứng qưa dường thẳng d. 

CịlÃL 

a) Mp(a) có vectơ pháp tuyỏn h„ =: (4; 1; 2) 

Mp(3) có vectơ pháp tuyến n p = (2; -2; 1) 
li,,, li p không cùng phương nôn (a) cắt (3)- 

b) Gọi d = a rì 3 

Vectư chỉ phương của d vuông góc với ri „ và ri (ì 
Nôn ád = [ri„, rip] = (5; 0; -10) = 5(1; 0; -2) 
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Tim điểm M trên d. cho X = 0 ta tìm y, z từ hộ: 
íy-(-2z+l = 0 jy = 1 
|“2y +2 4^3-0 |z = ~1 


Vậy M(0; 1; -1) e d 


íx = t 


Phương trình tham số của d là: 


'y-i 
z = -1 - 2t 

. 


c) Phương trình của đường thẳng A qua M và vuông góc với (a) là 


[x =4 + 4t 
y :^2 4l 
z = l 4- 2t 


Để tìm giao điểm Mo của A với (a) ta giải phương trình 

4(4 + 4t) + 2 + t + 2(1 + 2t) + 1 = 0 c:> 21t + 21 = 0 o t = -1 
Suy ra X = 0; y = 1; z = -1. Vậy Mo(0; 1; -1) 

Vì M’ là điểm đối xứng của M qua (a) nên: ĨVIM' = 2 MM^J 


suy ra M’(~4; 0; -3) 

d) Mặt phảng (y) qua N và vuông góc với d có phương trình: 

X - 2(z - 4) = 0 c:> X - 2z 8 = 0. 

Để tìm giao điểm No của d và (y) ta giải phương trình: 

t - 2(-l - 2t) + 8 = 0 cr> 5t -í- 10 = 0 c:> t = -2 
Khi dó X = -2; y = 1; X = 3. 

Vậy No (-2; 1; 3) Vì N’ là điểm đối xứng của N qua d nẽn NN ’ = 2 NN^ 
Suy ra N’(-4; 0; 2). 
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